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Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç êëàññîâ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à èìåííî, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Ôðåäãîëüìà ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì è ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì ïî âðå-

ìåíè. Äëÿ îäíîãî èç íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýòîãî òèïà ïðåä-

ñòàâëåíà ñõåìà êîìáèíàöèè ìåòîäà øàãîâ è ðàñøèðåíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì è äå-

òàëè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ýòîé ñõåìû. Ïðèâåäåíû ðåçóëü-

òàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû çàïàçäûâà-

íèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ, óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, ðàñ-

øèðåíèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ìîäåëèðîâàíèå, ïðèáëèæåí-

íîå ðåøåíèå.
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ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþùèå ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå, èíòåãðàëüíûå è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ.

Êàê èçâåñòíî, òåðìèí èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(ÈÄÓ) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ, åå ïðîèçâîäíûå äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà è íåçà-
âèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ è/èëè åå ïðî-
èçâîäíûå âñòðå÷àþòñÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Îäíàêî õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ôîðìàëüíûì [2], òàê
êàê âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ëåãêî ïåðåéòè îò îäíîãî òèïà óðàâ-
íåíèé ê äðóãîìó.

Êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äîñòà-
òî÷íî òðóäíà [2]. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè áåðåò-
ñÿ òîëüêî ïî îäíîé ïåðåìåííîé, òî ÈÄÓ íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåí-
íûì (ÎÈÄÓ). Îíî áóäåò óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà, åñëè n � ïîðÿ-
äîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. ÈÄÓ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïî ðàç-
ëè÷íûì ïåðåìåííûì, â ÷àñòíîñòè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûì
êîîðäèíàòàì, íàçûâàþòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ÈÄÓâ×Ï). Ñðåäè ïîñëåäíèõ ìîæíî
âûäåëèòü íåêîòîðûå òèïû, àíàëîãè÷íûå ýëëèïòè÷åñêèì, ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì è ïàðàáîëè÷åñêèì òèïàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñðåäè ÎÈÄÓ è ÈÄÓâ×Ï ïðèñóòñòâóþò òðè îñíîâíûå ôîðìû
óðàâíåíèé: ñ èíòåãðàëàìè ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ïî âðå-
ìåíè (òèïà Âîëüòåððû), ñ èíòåãðàëàìè ïî êîíå÷íîìó (êàê ïðàâèëî,
ýòî ñâîéñòâåííî ÎÈÄÓ) èëè áåñêîíå÷íîìó (ïðîñòðàíñòâåííîìó äëÿ
ÈÄÓâ×Ï) ïðîìåæóòêó (òèïà Ôðåäãîëüìà) è ñìåøàííûìè âèäàìè
èíòåãðàëîâ, âêëþ÷àÿ êðàòíûå äëÿ ÈÄÓâ×Ï.

Äàëåå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîé ôîð-
ìû è ñèñòåìàì òàêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå â áîëåå èëè ìåíåå îáùåì
âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

∂u(x, t)

∂t
= F

(
x, t,u(x, t),u′

x(x, t),u
′′
xx(x, t), ...,u(x, t− τ),

u′
x(x, t− τ),u′′

xx(x, t− τ), ...,

∫
D
[·] dx

)
,

ãäå τ � ïîñòîÿííîå çàïàçäûâàíèå, à D � îãðàíè÷åííàÿ èëè íåîãðà-
íè÷åííàÿ îáëàñòü.

Îñíîâíûå âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ è íåëè-

70



È.Å.Ïîëîñêîâ. Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ...

íåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå ëþáîãî ÷èñ-
ëà ïåðåìåííûõ è óðàâíåíèé è äàæå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èõ
áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ Ë.Ïîìåéà (1923�1927 ãã.) [2], ðåçóëü-
òàòû êîòîðîãî ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ÈÄÓ êàê â îãðàíè÷åí-
íûõ, òàê è íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëåå èíòåíñèâíûìè ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ
ïî ÎÈÄÓ òèïà Ôðåäãîëüìà ñ çàïàçäûâàíèåì [23,37,39, 43]. ÈÄÓâ-
×Ï ïîäîáíîãî òèïà ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåæå. Êàê ïðàâèëî, èññëåäî-
âàòåëè îáðàùàþò âíèìàíèå íà èçó÷åíèå ñî÷åòàíèé ôðåäãîëüìîâîé
÷àñòè ïî ïðîñòðàíñòâó ñ âîëüòåððîâîé ïî âðåìåíè. Çàìåòèì, ÷òî
ñõîäíàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è â ïóáëèêàöèÿõ ïî ÎÈÄÓ: â íèõ
îñíîâíîé óïîð òàêæå äåëàåòñÿ íà óðàâíåíèÿ ñ ôðåäãîëüìîâîé è
âîëüòåððîâîé ÷àñòÿìè, à ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëàõ
îáîèõ òèïîâ ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ.

Ñåìåéñòâî óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà âêëþ÷àåò: óðàâ-
íåíèÿ ìîäåëåé ðåàêöèè�äèôôóçèè ðîñòà çðåëûõ ïîïóëÿöèé åäèí-
ñòâåííîãî áèîëîãè÷åñêîãî âèäà ñ ó÷åòîì âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ýòî-
ãî âèäà [44]

∂u(x, t)

∂t
= α

∂2u(x, t)

∂x2
− β u(x, t) + γ

+∞∫
−∞

K(x− y)h
(
u(y, t− τ)

)
dy;

ñèñòåìû íåëîêàëüíûõ óðàâíåíèé ðåàêöèè�äèôôóçèè [42], ìîäåëè-
ðóþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå áàêòåðèàëüíûõ èíôåêöèé; íåëîêàëüíûå
óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ çàïàçäûâàíèåì [11, 34], îïèñûâàþ-
ùèå ðàñïðîñòðàíåíèå áåãóùèõ âîëí; íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîé îáðàáîòêè (òî÷åíèå, ôðåçåðîâàíèå) [3]; óðàâíåíèÿ êîëåáà-
òåëüíûõ ïðîöåññîâ â íåéðîíàõ ìîçãà [24]; óðàâíåíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ
ãåííûõ ñåòåé [40]; óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå ñ
îáðàòíîé ñâÿçüþ [16] è äð.

Òåñíî ñâÿçàííûìè ñ óêàçàííûì ñåìåéñòâîì ÿâëÿþòñÿ:
à) ÈÄÓâ×Ï òèïà Ôðåäãîëüìà ïî ïðîñòðàíñòâó áåç çàïàçäûâà-

íèÿ ïî âðåìåíè, ïðèìåðàìè êîòîðûõ áóäóò: óðàâíåíèå Øëåñèíãåðà
(L. Schlesinger) [28], îäíî èç ïåðâûõ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà, ðàññìîò-
ðåííûõ â íà÷àëå XX â.:

∂u(x, t)

∂x
=

∫ b

a

f(x, y, s)u(x, s) ds;
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óðàâíåíèå âèáðàöèè ñòðóíû [21]:

u(x, t) = − 1

T

∫ L

0

g(x, x′)µ(x′)
∂2u(x′, t)

∂t2
dx′,

ãäå u(x, t) � ñìåùåíèÿ òî÷åê ñòðóíû, L � äëèíà ñòðóíû; íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå Êèðõãîôà (G.R.Kirchho�) ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðó-
íû [28]:

∂2u(x, t)

∂t2
=

[
λ+

2

π

∫ π

0

(∂u(x, t)
∂x

)2

dx
] ∂2u(x, t)

∂x2
;

íåëèíåéíîå ÈÄÓ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè [19]:

∂2u(x, t)

∂t2
+ α

∂u(x, t)

∂t
+

∂4u(x, t)

∂x4
=

= λ
[ ∫ 1

0

(∂u(x, t)
∂x

)2

dx
]∂2u(x, t)

∂x2
+ β P

(
u(x, t), t

)
;

óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�Ôåëëåðà (ÊÔ-óðàâíåíèå) [6,8�10] äëÿ ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè p(x, t) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñ âîçìóùåíèÿìè â ôîð-
ìå âèíåðîâñêèõ è ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ:

∂p(x, t)

∂t
= L†

xt

[
p(x, t)

]
, p(x, t0) = p 0(x),

ãäå

L
†
xt

[
p(x, t |y, τ)

]
= −

n∑
i=1

∂
[
ai(x, t) p(x, t)

]
∂xi

+

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2
[
bij(x, t) p(x, t)

]
∂xi ∂xj

− c(x, t) p(x, t)+

∫
Rn

u(x, z, t) p(z, t) dz;

íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ïåðåíîñà â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ è
èõ âàðèàöèè [5]; óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íåéòðîíîâ â ÿäåðíûõ ðåàêòî-
ðàõ [1], ðàñïðîñòðàíåíèÿ áîëåçíåé [32], óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, îïèñû-
âàåìûõ îäíîìåðíûì ÈÄÓâ×Ï ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà [38], ôèçèîëî-
ãè÷åñêè ñòðóêòóðèðîâàííûõ ïîïóëÿöèîííîûõ ìîäåëåé ñ ðàñïðåäå-
ëåííûì ïðîöåññîì ïîïîëíåíèÿ [20], ãèáðèäíîé ñèñòåìû, îïèñûâà-
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þùåé ïîâåäåíèå ÿäåðíîãî ðåàêòîðà [29]; ÈÄÓâ×Ï òèïà Áàðáàøè-
íà [12], ïðèìåíÿåìûå â ôèçèêå, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, â ìîäåëÿõ ìóòà-
öèé, ðàñïðîñòðàíåíèè ðàäèàöèè â àòìîñôåðå ïëàíåò è çâåçä, â òåî-
ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ÊÔ-óðàâíåíèé äëÿ
÷èñòî ðàçðûâíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ â àñòðîôèçèêå; óðàâíåíèÿ,
ìîäåëèðóþùèå ïîâåäåíèå íåéðîííûõ ñåòåé [26, 27], ýâîëþöèîííîé
ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãðèïïà À [30], êèíå-
òè÷åñêîé êëåòî÷íîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ îïóõîëåâîé è èììóí-
íîé ñèñòåì [25]; íåëèíåéíûå èíòåãðî-ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òè-
ïà Ôîêêåðà�Ïëàíêà, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì îïè-
ñàíèè äèíàìèêè ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿöèè èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
íåëèíåéíî ñâÿçàííûõ ñëó÷àéíûõ ðåçîíàòîðîâ, ïîäâåðæåííûõ âçàè-
ìîäåéñòâèþ òèïà "îñíîâíîãî ïîëÿ", îáîáùàþò è óòî÷íÿþò èçâåñò-
íóþ ìîäåëü Êóðàìîòî, îïèñûâàþùóþ ýôôåêò ñàìîñèíõðîíèçàöèè
â îáëàñòÿõ îò áèîëîãèè è ìåäèöèíû äî ôèçèêè è íåéðîñåòåé [7];
ñèñòåìû ñòàíäàðòíûõ óðàâíåíèé õåìîñòàòà [33] è ò.ä.;

á) ÈÄÓâ×Ï òèïà Ôðåäãîëüìà ïî ïðîñòðàíñòâó â ñî÷åòàíèè ñ
êîíå÷íûì ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè, êîòîðîå â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì. Ñðåäè íèõ îòìåòèì: áè-
ñòàáèëüíîå óðàâíåíèå ðåàêöèè�äèôôóçèè ñ (ìàëûì) íåëîêàëüíûì
çàïàçäûâàíèåì [41]; íåëèíåéíîå ÈÄÓâ×Ï, ïðåäñòàâëÿþùåå ïîïó-
ëÿöèîííóþ äèíàìèêó ñ ýôôåêòàìè çàïàçäûâàíèÿ [36]; óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùèå ïðîíèêíîâåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â âåùåñòâî [28], òåïëîâûõ ïîòîêîâ [28] è ò.ï.

Â îáçîðå [22] ìîæíî íàéòè äîïîëíèòåëüíûå ìîäåëè ñâÿçàííûå
ñ ÈÄÓâ×Ï, îïóáëèêîâàííûå äî 2003 ã.

Çàäà÷è êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ÈÄÓâ×Ï ðàññìàòðèâàåìîãî òè-
ïà âêëþ÷àþò èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì, íàëè÷èÿ ñòàöè-
îíàðíûõ ñîñòîÿíèé, àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, ïîëóãðóïïîâûõ
ñâîéñòâ [17] è äð.

×òî êàñàåòñÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ÈÄÓâ×Ï â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ,
òî êàê ïðàâèëî, òàêîâûå èìåþòñÿ òîëüêî äëÿ ñïåöèàëüíî ïîñòðîåí-
íûõ óðàâíåíèé.

Ïðèáëèæåííîå æå ðåøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé çàòðóäíåíî, à ìå-
òîäû ñî÷åòàþò ñõåìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ
ÄÓâ×Ï ñ ïðîöåäóðàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ôðåäãîëü-
ìîâñêèõ èíòåãðàëîâ ïî ïðîñòðàíñòâó è ïðîãíîçíûå àëãîðèòìû äëÿ
âîëüòåððîâñêèõ [35]. Íàëè÷èå çàïàçäûâàíèé â óðàâíåíèÿõ ïðèâîäèò

73



ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÅÕÀÍÈÊÈ È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß � 2019

ê äîáàâëåíèþ ñõåì èõ ó÷åòà, àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçóåìûì ïðè ïðè-
áëèæåííîì ðåøåíèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé [13,14,18].

Íàïðèìåð, â ðàáîòå [15] äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåñîáñòâåííîãî èí-
òåãðàëà ïî ïðîñòðàíñòâó èñïîëüçóåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â ñî÷åòà-
íèè ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèé Áåññåëÿ. Ïîëó÷èâøååñÿ ÄÓâ×Ï ñ çà-
ïàçäûâàíèåì â äàëüíåéøåì ðåøàåòñÿ ñðåäñòâàìè ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïàêåòà COMSOL. Â ðàáîòå [26] äëÿ ðåøåíèÿ ýâîëþöèîí-
íîãî ÈÄÓâ×Ï áåç çàïàçäûâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì, èñïîëüçó-
þùèé ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëëîêàöèè, êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû
Ãàóññà äëÿ áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ è èíòåðïîëÿöèþ äëÿ îòîáðà-
æåíèÿ íà ðàâíîìåðíóþ ñåòêó íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå. Â ðàáî-
òå [27] äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà,
âêëþ÷àþùàÿ íåÿâíóþ ñõåìó Ýéëåðà ïî âðåìåíè, ðàçëîæåíèå ïî áà-
çèñíûì ôóíêöèÿì è ìåòîä êîëëîêàöèé íà (−∞,+∞) äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèå ìåòîäû: èñïîëüçîâàíèå ðÿäîâ ïî
ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì, íàïðèìåð, ïî ïîëèíîìàì Ëàãåððà è Ýðìè-
òà (äëÿ áåñêîíå÷íîé îáëàñòè), ×åáûø�åâà (äëÿ êîíå÷íîé); ìåòîäû
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ñõåìû Êðàíêà�Íèêîëñîíà, êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñïåêòðàëüíûé è ïñåâäîñïåêòðàëüíûé; ìåòîäû
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ëèíåéíîé êðàåâîé
çàäà÷è, âåéâëåò-ñæàòèÿ, ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðÿìûõ è
Øâàðöà (ñ ïåðåêðûòèåì); ïðèìåíåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (íà-
ïðèìåð, Ñèìïñîíà) â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Ðîìáåðãà; âûäåëåíèå êî-
íå÷íîé îáëàñòè ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.
Âñå óêàçàííûå ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ
íà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå è äð.

Äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îäíîãî èç ïðåä-
ñòàâèòåëåé ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû ÈÄÓâ×Ï � èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Ôðåäãîëüìà ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì ïî
âðåìåíè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ÷ëåíîâ ñ çàïàçäûâàíèåì ïðèìåíÿåòñÿ ñõå-
ìà, îñíîâàííàÿ íà êîìáèíàöèè ìåòîäà øàãîâ è ðàñøèðåíèè ïðî-
ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì è äåòàëè ïðîãðàì-
ìíîé ðåàëèçàöèè ýòîé ñõåìû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ
íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ àëãî-
ðèòìà îñóùåñòâëåíà â ôîðìàòå ïðîãðàììû íà âõîäíîì ÿçûêå ïàêå-
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òà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû (ÏÊÀ) Mathematica [31].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå ÈÄÓ Ôðåäãîëüìà (ïî ïðî-
ñòðàíñòâó) â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì
ñëåäóþùåãî âèäà:

∂u(x, t)

∂t
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
+ b u(x, t)− µu3(x, t)+

+γ
[
α− 1

L

∫ L

0

u(x, t− τ) dx
]
, x ∈ (0, L), t > 0, (1)

u(x, t) = u[0](x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [−τ, 0], (2)

∂u(0, t)

∂x
=

∂u(L, t)

∂x
= 0, (3)

ãäå t � âðåìÿ (−τ 6 t 6 T < +∞), u(x, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ,
L, a > 0, b, α, γ, µ � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, u[0](x, t) � èçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ïðèìåíèì ìåòîä ïðÿìûõ [4] â ñî÷å-
òàíèè ñ ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
íà îòðåçêå [0, L] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó:

0 = x0 < x1 < x2 < ... < xk < ... < xK−1 < xK = L,

xk = h k, k = 0,K,

ãäå h � øàã ñåòêè (0 < h ≪ 1), îáîçíà÷èì ÷åðåç uk(t) çàâèñÿùóþ îò
âðåìåíè âåëè÷èíó ðåøåíèÿ u(x, t) â óçëå xk è îïðåäåëèì êîíå÷íî-
ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ u′′

xx(x, t) âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
ïî h:

∂2u(x, t)

∂x2
≈ uk+1(t)− 2uk(t) + uk−1(t)

h2
, 0 < k < K.

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ òå æå óçëû, ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà (ñ÷èòàåì,
÷òî K � ÷åòíîå ÷èñëî) ïðèáëèçèì èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè
(îøèáêà ïîðÿäêà h4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L∫
0

u(x, t− τ) dx ≈ h

3

K∑
ℓ=0

cℓ uℓ(t− τ),
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ãäå

cℓ =


1, ℓ = 0 èëè ℓ = K,

2, ℓ � ÷åòíîå ÷èñëî,

4, ℓ � íå÷åòíîå ÷èñëî.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ óñëîâèé âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëà-
ìè òàêæå âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî h:

∂u(0, t)

∂x
≈ u0(t)− 4u1(t) + 3u2(t)

2h
,

∂u(L, t)

∂x
≈ −3uK−2(t) + 4uK−1(t)− uK(t)

2h
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé c çàïàçäûâàíèåì (ÎÄÀ-
ÓñÇ):

u̇k(t) = a2
uk+1(t)− 2uk(t) + uk−1(t)

h2
+ b uk(t)− µu3

k(t)+

+γ
[
α− 1

L

h

3

K∑
ℓ=0

cℓ uℓ(t− τ)
]
, 1 6 k 6 K − 1,

u0(t)− 4u1(t) + 3u2(t) = 0, −3uK−2(t) + 4uK−1(t)− uK(t) = 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè uk(0) = u[0](xk, 0), ðåøåíèå êîòîðîé äàåò
àïïðîêñèìàöèþ u(x, t) â óçëàõ ñåòêè äëÿ t > 0. Òåïåðü äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû ðàñøèðèì ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

s ∈ [0, τ ], tq = q τ, q = 0, 1, 2, ..., N + 1, tN+1 > T,

∆q = (tq, tq+1], ∆q = [tq, tq+1],

uq(s) = u(s+ tq), uq(0) = uq−1(τ),

uq(s) =
{
uq0(s), uq1(s), ..., uqN (s)

}ᵀ
.

0°. Ðàññìîòðèì ïîëóèíòåðâàë ∆0. Îïðåäåë�åííûé íà ∆0 âåêòîð-
íûé ïðîöåññ u0(s) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ÎÄÀÓ âèäà (òåïåðü òî÷-
êîé îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî s):

u̇0k(s) = a2
u0,k+1(s)− 2u0k(s) + u0,k−1(s)

h2
+ b u0k(s)− µu3

0k(s)+
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+γ
[
α− 1

L

L∫
0

u[0](x, s− τ) dx
]
, 1 6 k 6 K − 1,

u00(s)− 4u01(s) + 3u02(s) = 0,

−3u0,K−2(s) + 4u0,K−1(s)− u0K(s) = 0.

1°. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñåãìåíòàì ∆0 è ∆1. Ñèñòåìó ÎÄÔÓ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà col

(
u0(s),u1(s)

)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäó-

þùåì âèäå:

u̇0k(s) = a2
u0,k+1(s)− 2u0k(s) + u0,k−1(s)

h2
+ b u0k(s)− µu3

0k(s)+

+γ
[
α− 1

L

L∫
0

u[0](x, s− τ) dx
]
, 1 6 k 6 K − 1,

u00(s)− 4u01(s) + 3u02(s) = 0,

−3u0,K−2(s) + 4u0,K−1(s)− u0K(s) = 0;

u̇1k(s) = a2
u1,k+1(s)− 2u1k(s) + u1,k−1(s)

h2
+ b u1k(s)− µu3

1k(s)+

+γ
[
α− 1

L

h

3

K∑
k=0

ck u0k(s)
]
, 1 6 k 6 K − 1,

u10(s)− 4u11(s) + 3u12(s) = 0,

−3u1,K−2(s) + 4u1,K−1(s)− u1K(s) = 0.

... ... ... ... ... ... ... ... ...

N°. Ðàññìîòðèì âðåìåíí�ûå ïîëóèíòåðâàëû ∆0, ∆1, ..., ∆N . Ïî-
ñòðîèì ñèñòåìó ÎÄÀÓ äëÿ âåêòîðà col

(
u0(s),u1(s), ...,uK(s)

)
â ñëå-

äóþùåì âèäå:

u̇0k(s) = a2
u0,k+1(s)− 2u0k(s) + u0,k−1(s)

h2
+ b u0k(s)− µu3

0k(s)+

+γ
[
α−

L∫
0

u[0](x, s− τ)
]
, 1 6 k 6 K − 1,

77



ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÅÕÀÍÈÊÈ È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß � 2019

u00(s)− 4u01(s) + 3u02(s) = 0,

−3u0,K−2(s) + 4u0,K−1(s)− u0K(s) = 0;

u̇1k(s) = a2
u1,k+1(s)− 2u1k(s) + u1,k−1(s)

h2
+ b u1k(s)− µu3

1k(s)+

+γ
[
α− 1

L

h

3

K∑
ℓ=0

cℓ u0ℓ(s)
]
, 1 6 k 6 K − 1,

u10(s)− 4u11(s) + 3u12(s) = 0,

−3u1,K−2(s) + 4u1,K−1(s)− u1K(s) = 0;

... ... ... ... ... ... ...

u̇Nk(s) = a2
uN,k+1(s)− 2uNk(s) + uN,k−1(s)

h2
+ b uNk(s)− µu3

Nk(s)+

+γ
[
α− 1

L

h

3

K∑
ℓ=0

cℓ uN−1,ℓ(s)
]
, 1 6 k 6 K − 1,

uN0(s)− 4uN1(s) + 3uN2(s) = 0,

−3uN,K−2(s) + 4uN,K−1(s)− uNK(s) = 0.

Èòàê, ïîëó÷åíà ñèñòåìà ÎÄÀÓ áåç çàïàçäûâàíèÿ, ïðè÷åì ïðå-
âðàùåíèå åå â ñèñòåìó ÎÄÓ ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

2. Ïðèìåð

Èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììû
íà âõîäíîì ÿçûêå ïàêåòà Mathematica. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ
èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

a = 0.01, b = 1, µ = 0.1, α = 0.5,

γ = 10, L = 4, T = 5, h = 0.01,

τ ∈ 0.0, 0.5, 1.0, 2.0,

u[0](x, t) =
1

32
x2 (x− L/4) (x− 2L/3) (x− L)2.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îòîáðàæåíû íà ðèñ. 1�6. Ïåð-
âûé è ïîñëåäíèé ðèñóíêè ïîêàçûâàþò íà÷àëüíîå è ôèíàëüíîå ïî-
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0. 0.5 1. 1.5 2. 2.5 3. 3.5 4.
-0.5

-0.25

0.

0.25

0.5

x

u(x,0)

Ðèñ. 1

2.1

-0.3

0.15

0.150.15

0.9
1.2

1.5

1.8

1.95
1.95

2.1
2.1

0 1 2 3 4

0

2

4

6

8

10

12

Ðèñ. 2

ëîæåíèå ôóíêöèè u(x, t), à îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíî äåìîíñòðè-
ðóþò ëèíèè óðîâíÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè τ = 0.0, 0.5, 1.0 è 2.0.
Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî:

� ôèíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äëÿ τ > 0.0
â ðàìêàõ âðåìåíè ðàñ÷åòîâ íàõîäèëèñü äëÿ u(x, t) â äîñòàòî÷íî óç-
êîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ
âñåõ ýòèõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ïðåäåëüíûì ÿâëÿåòñÿ îäíî è òî æå
ñîñòîÿíèå;
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2.1
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Ðèñ. 3

� ñ ðîñòîì τ íàáëþäàëîñü óâåëè÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïå-
ðåõîäíûõ ïðîöåññîâ;

� äèíàìèêà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äëÿ τ > 0.0 ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àëàñü îò ñëó÷àÿ äëÿ τ = 0.0. Åñëè äëÿ τ = 0.0 ïåðåõîä â ôè-
íàëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèë â ôîðìå ïðàêòè÷åñêè ìîíîòîííîãî
âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè u(x, t), òî äëÿ τ > 0.0 íàáëþäàëèñü
êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû âûõîäà â òàêîå ñîñòîÿíèå;

� êîëåáàòåëüíûé ðåæèì äëÿ τ = 2.0 ñóùåñòâåííî îòëè÷àëñÿ îò
ðåæèìîâ ïðè τ = 0.5 è 1.0 è 2.0, ÷òî â âûðàçèëîñü â íàëè÷èè â
ïîÿâëåíèè íåñêîëüêèõ öèêëîâ êîëåáàíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ñ ðîñòîì âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ ÷èñëî òàêèõ öèêëîâ
áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èçëîæåí àïïàðàò è àëãîðèòìû ïðèìåíåíèÿ ñî÷åòàíèÿ
ìåòîäà øàãîâ è ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ïðåäíàçíà-
÷åííûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ, îïè-
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ñûâàåìûõ îäíèì èç êëàññîâ ÈÄÓâ×Ï. Ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðû
óðàâíåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ðåøåíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âðåìåííûõ
îòðåçêàõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìûå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû è ðåçóëüòàòû
ïðèìåíåíèÿ ñõåìû äëÿ àíàëèçà îäíîãî èç íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ïîäîáíû-
ìè ñèñòåìàìè.
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