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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО  
ПО ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМ ЗАТРАТАМ  

УПРАВЛЕНИЯ ВРАЩЕНИЯМИ ДИНАМИЧЕСКИ  
СИММЕТРИЧНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 
Рассматривается задача оптимального по энергетиче-
ским затратам гашения экваториальной составляющей 
угловой скорости динамически симметричного твердого 
тела при заданных ограничениях на управляющие внешние 
моменты. С использованием принципа максимума 
Л.С. Понтрягина и метода усреднения определены опти-
мальные управления в форме синтеза, угловые скорости, 
минимальные энергетические затраты. Указано условие, 
когда решение рассматриваемой задачи не существует. 

Ключевые слова: оптимальное управление; вращение 
твердого тела; минимум энергетических затрат.  
 

Постановка задачи 
Уравнения управляемого вращения динамически симмет-

ричного твердого тела относительно центра масс имеют вид [1, 2] 
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Здесь  33, JJJJ   - главные центральные моменты инерции 
твердого тела, rqp ,,  - проекции вектора угловой скорости на 
главные центральные оси инерции,  3,2,1iM i  – управляющие 

моменты: .0
ii MM   Предполагается, что управляющий момент 
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перехода к безразмерным переменным и параметрам по форму-
лам [1, 2] 

 
,,

,,,,,

02
3

02
2

02
1

00

3
0030201
















tt

J
JI

M
Murqp i

i
  

получаем 

 









    
   

  .1,0,

,0,1

,0,1

02

0
0
3333

0
222312

0
111321














J
MuI

uI

uI







 (1) 

Здесь точка означает дифференцирование по времени ,t  однако 
в дальнейшем для упрощения записи штрих опускаем.  

Рассматривается задача гашения экваториальной состав-
ляющей угловой скорости, в конечный момент времени :Tt   

     .021  ТТ   (2) 

Предполагается, что функция  t3  является заданной функци-
ей времени t . 

Требуется найти управляющие функции    tutu 21 , , дос-
тавляющие минимум функционалу энергетических затрат 
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где время перехода T  задано.  
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В работах [3, 4] управление изменением экваториальной 
составляющей угловой скорости осуществлялось с помощью 

пары поворотных (верньерных) двигателей ( ,
202

2
2
1 uuu   

0const0 u ) и одного фиксированного двигателя 
(   ,cos1 uu  ,sin2 uu   const, 0  uu ). В данной работе 
управление осуществляется при помощи двух фиксированных 
двигателей, когда система управления создает моменты сил 
вдоль каждой из связанных осей, причем 
 .0const,0const 0

22
0
11  uuuu  (4) 

 
Построение оптимального решения 

С помощью замены переменных  
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 (5) 

первые два уравнения системы (1) и краевые условия преобра-
зуем к следующему виду [1, 2] 
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     ,0,0 0
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1   ba  (7) 

     .0 TbTa  (8) 
Для решения задачи (3), (4), (6)–(8) воспользуемся прин-

ципом максимума Л.С. Понтрягина [5]. Составим функцию Га-
мильтона–Понтрягина: 
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  (9) 

Здесь ba pp ,  – переменные, сопряженные a  и b  соответствен-
но. Из сопряженной системы получаем, что переменные 

.const, ba pp  
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Введем обозначения  

 22,sin,cos ba
ba ppp

p
p

p
p

   (10) 

и преобразуем функцию Гамильтона–Понтрягина (9) к следую-
щему виду 
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Введем в рассмотрение функцию насыщения  sat  [6]. Из 
условия максимума функции Гамильтона–Понтрягина (11) и 
соотношений (4) найдем оптимальные управления 
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Подставим *
2,

*
1 uu  в систему уравнений (6) и воспользуем-

ся методом усреднения для построения приближенного решения 
задач оптимального управления с фиксированным временем 
окончания процесса [1, 2]. Усредняя по фазе  , получим урав-
нения 
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(14) 

Учитывая периодичность подынтегральных функций, вы-
числим интегралы 
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где 21,  удовлетворяют соответственно равенствам 

 .2sin,2cos 0
22

0
11 upup    (17) 
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Введем обозначения 
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и вычислим, используя соотношения (15), (16), интегралы пра-
вых частей системы (14)  
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Тогда уравнения для усредненных фазовых переменных примут вид 
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Найдем общее решение данной системы уравнений  
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Из краевых условий (7), (8) следует, что 
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Подставим значения констант (20)–(22) в соотношения 
(19) и преобразуем полученные выражения к следующему виду 
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Из соотношений (17), (18), (21) получаем, что для определе-
ния неизвестных постоянных 21,  следует найти решение сис-
темы двух трансцендентных уравнений 
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Используя выражения (5), (23), найдем угловые скорости 
 t1  и  t2  
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Воспользуемся равенствами (17) и преобразуем формулы 
(12), (13) к виду 
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Применяя соотношения (22), (23), (5), вычислим   cos  и 
  sin  
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Подставив найденные значения (28) в (26), (27), получаем 
оптимальные управления 

21 , uu  в форме синтеза 
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В первом приближении минимальное значение функцио-
нала (3) вычисляется по формуле 
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0

2
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2
1 dtuuJ

T

     (31) 

Здесь 
2

2
2

1
  uu  – функция, полученная в результате подстанов-

ки в (31) управлений 
21 , uu  из (29), (30) и усреднения по фазе  . 

Рассмотрим три предельных случая.  
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Если 
21
  , то из второго уравнения (24) следует, что 

02   и тогда управления 
21 , uu  являются кусочно-

постоянными функциями. Из первого уравнения системы (24) по-
лучаем, что время окончания процесса удовлетворяет равенству 
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  (32) 

В этом случае оптимальный по энергетическим затратам 
режим совпадает с оптимальным по быстродействию режимом 
гашения экваториальной составляющей угловой скорости и син-
тез оптимального управления получаем в виде 
 .sign,sign 2

0
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11  uuuu    (33) 

При 1TT   энергетические затраты равны .1
20 TuJ   При 

1TT   рассматриваемая задача решения не имеет. Отметим, что 
задача оптимального по быстродействию управления гашением 
экваториальной составляющей угловой скорости рассматрива-
лась в работах [1, 2] при произвольной зависимости осевой со-
ставляющей угловой скорости от времени, а в работе [6] – при 

const3  .  

Если 01   (управление 
1u  не имеет точек переключе-
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Эта ситуация реализуется только при условии, что 
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2u  не имеет точек переклю-

чения), то из системы уравнений (24) получаем, что 
0
2

0
1

1 arccos
u
u

  

и время окончания процесса равно  
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Эта ситуация реализуется только при условии, что .0
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1 uu   

Отметим, что если ,00
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0
1 uuu   то  
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управления 
21 , uu  вычисляются по формулам 
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а энергетические затраты равны .2 2
20 TuJ   Найдем опти-

мальные управления при  32 ,max TTT   (в этом случае управ-

ления 
21 , uu  являются не имеют точек переключений и не дос-

тигают своих предельных значений). Из соотношений (10), (12), 
(13) следует, что 
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Подставим полученные выражения в систему уравнений (6) и 
произведем усреднение по фазе   
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Проинтегрируем эту систему дифференциальных уравне-
ний, учтем краевые условия (7), (8) и найдем 
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а затем решение системы (39). Это решение описывается выра-
жениями (23). Из соотношений (38), (40) следует, что 
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Воспользуемся формулами (25), (41) и найдем оптимальные 
управления в форме синтеза 
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Отметим, что при 2TT   и 00
2

0
1 uuu   приходим, с учетом со-

отношений (25), к выражениям (37), а при  32 ,max TTT   опти-

мальные управления 
21 , uu  удовлетворяют неравенствам 

,0
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Вычислим минимальные затраты энергии, используя со-
отношения (25), (31), (42) 
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  (43) 

Угловые скорости  t1 ,  t2  при всех T , выражаются 
формулами (25). 

Примеры 
Рассмотрим задачу оптимального управления экватори-

альной составляющей угловой скорости твердого тела из на-
чального состояния     35.00,5.00 21    в конечное положе-
ние (2). Предполагается, что отношение главных центральных 
моментов инерции твердого тела 2I , малый параметр ,1.0  
предельные значения управлений ,2,1 0

2
0
1  uu  а осевая состав-

ляющая угловой скорости изменяется по линейному закону 
  .08.03 tt   

Вычислим по формуле (32) время окончания процесса 

3
5

T  (минимальное время, при котором еще возможен переход 

из заданного начального положения в конечное (2)).  

Управление 11 u  при  3.618,0t  и 11 u  при 







3
53.618, t , управление 22 u  при всех .

3
5,0 





t  За-

траты энергии на управление равны .2.618 J   
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На рис. 1–2 изображены графики, иллюстрирующие полу-
ченное решение. 

 
Рис. 1 

 

 
Рис. 2  

В рассматриваемой задаче 0
2

0
1 uu  .  

Используя формулу (35), вычислим время окончания про-
цесса .215.6T   

На рис. 3–4 представлены графики зависимостей угловых 
скоростей 21,   и управлений 

21 , uu  от времени.  

Момент переключения оптимального управления 
1u  ра-

вен 5.330,   управление 
2u  не имеет точек переключения.  

Минимальное значение функционала энергетических за-
трат равно .2.273  J   
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Рис. 3 

 

Рис. 4 

Примем .10T  Для определения оптимального решения 
воспользуемся соотношениями (25), (41), (43). Графики зависи-
мостей угловых скоростей    tt 21 ,   и оптимальных управле-

ний    tutu 
21 ,  приведены на рис. 5–6.  

В данном случае управления 
21 , uu  не имеют точек пере-

ключений и не достигают своих предельных значений 0
2

0
1 , uu . 

Минимальные энергетические затраты равны .1  J  

 
Рис. 5  
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Рис. 6 

Заключение 
В аналитическом виде получено приближенное решение за-

дачи оптимального по энергетическим затратам управления гаше-
нием экваториальной составляющей угловой скорости динамиче-
ски симметричного твердого тела при заданных ограничениях на 
компоненты управляющего внешнего момента. Определены опти-
мальные управления в форме синтеза, угловые скорости, мини-
мальные значения функционала энергетических затрат при различ-
ных режимах реализации управления. Указано соотношение, при 
выполнении которого рассматриваемая задача решения не имеет. 
Представлены конкретные примеры построения оптимального ре-
шения при заданных граничных условиях. 
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