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Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÑÕÅÌÛ ÌØÐÏÑ

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå êîìáèíàöèè êëàññè÷åñêîãî ìåòî-

äà øàãîâ è ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (ÌØÐÏÑ),

ïðåäëîæåííîé ðàíåå äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð ñ ñî-

ñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è äèñêðåò-

íûìè çàïàçäûâàíèÿìè, ïîñòðîåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðîöå-

äóðà ïîèñêà ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íåéòðàëüíî-

ãî òèïà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îäíèì ïîñòîÿííûì çàïàçäû-

âàíèåì. Ðåàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû îñóùåñòâëåíà â ôîðìàòå ïðî-

ãðàììû íà âõîäíîì ÿçûêå ïàêåòà Mathematica. Ïðèâåäåí ïðè-

ìåð ïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåìîãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëèðîâàíèå, ôóíêöèîíàëüíîå äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå íåéòðàëüíîãî òèïà, çàïàçäû-

âàíèå, ìåòîä øàãîâ.

Ââåäåíèå

Ìíîãèå òåõíè÷åñêèå, ïðèðîäíûå è ýêîíîìè÷åñêèå ñèñòåìû îá-
ëàäàþò ñâîéñòâîì ïîñëåäåéñòâèÿ, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî áóäó-
ùèå ñîñòîÿíèÿ çàâèñÿò íå òîëüêî îò íàñòîÿùåãî, íî è îò ïðîøëîé
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èñòîðèè. Äàâíî óñòàíîâëåíî, ÷òî íàëè÷èå ïîñëåäåéñòâèÿ íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü â ìîäåëÿõ ìåõàíè÷åñêèõ, ôèçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ,
áèîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ñèñòåì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè óïðàâ-
ëåíèÿ, ìåäèöèíû, àòîìíîé ýíåðãèè, òåîðèè èíôîðìàöèè è ò.ä. Òà-
êîå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîñëåäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì
ñ÷èòàòü åãî óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì îêðóæàþùåãî ìèðà [37]. À
âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â ñâÿçè ñ ðàñòóùèì ñïðîñîì íà áîëåå òî÷íûå
ïðîãíîçû, óïðàâëåíèå è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ
ïîòðåáíîñòü â òîì, ÷òîáû èñïîëüçóåìûå ìîäåëè êàê ìîæíî òî÷-
íåå îïèñûâàëè ïîâåäåíèå ðåàëüíûõ ñèñòåì [39], åñòåñòâåíåí âûâîä
î íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà ôàêòîðà çàïàçäûâàíèÿ â èìåþùèõñÿ è ðàç-
ðàáàòûâàåìûõ ìîäåëÿõ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ.

Åñëè îáúåäèíèòü ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíî-äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÔÄÓ) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì (ÄÓñÎÀ).
ÔÄÓ � ýòî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ è íåêî-
òîðûå åå ïðîèçâîäíûå äëÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûõ çíà÷åíèé àðãó-
ìåíòîâ, ïðè÷åì ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü äèñêðåòíûìè, íåïðåðûâ-
íûìè èëè ñìåøàííûìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèÿì äèôôåðåíöèà-
ëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (ÄÐÓ), â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì (ÄÓñÇ), èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (ÈÄÓ) è ò.ä. Îäíàêî ìíîãèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-
ìû çàâèñÿò íå òîëüêî îò íûíåøíèõ è ïðîøëûõ ñîñòîÿíèé, íî òàê-
æå âêëþ÷àþò ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñ çàïàçäûâàþùè-
ìè àðãóìåíòàìè. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íåé-
òðàëüíîãî òèïà (ÄÓÍÒ, ÈÄÓÍÒ). Îòìåòèì, ÷òî ÔÄÓ äåëÿòñÿ åùå
íà îáûêíîâåííûå ÔÄÓ (ÎÔÄÓ) è ÔÄÓ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
(ÔÄÓâ×Ï), à (ãèáðèäíûå) ñèñòåìû ÔÄÓ ìîãóò ñîñòîÿòü èç óðàâ-
íåíèé ðàçíûõ êëàññîâ.

Ñîãëàñíî îáùåïðèíÿòîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññèôèêàöèè
Ã.Ë.Êàìåíñêîãî, óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì çàïàçäûâàþùåãî òèïà (ÔÄÓÇÒ), íåéòðàëü-
íîãî òèïà (ÔÄÓÍÒ) èëè îïåðåæàþùåãî òèïà (ÔÄÓÎÒ) ñîîòâåò-
ñòâåííî, åñëè ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè ñ îòêëîíåíèåì àðãóìåíòîâ ñòðîãî ìåíüøå (ÔÄÓÇÒ), ðà-
âåí (ÔÄÓÍÒ) èëè áîëüøå (ÔÄÓÎÒ) ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ.
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Îïûò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ è
ÿâëåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ ñ ïîñëåäåéñòâèåì ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî ÔÄÓÇÒ
è ÔÄÓÍÒ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ýòèõ
óðàâíåíèé âûñâå÷èâàåò òîò ôàêò, ÷òî ÔÄÓÇÒ è ÔÄÓÍÒ èìåþò
ìíîãî èíòåðåñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ (ÔÄÓâ×Ï) èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëè-
ðîâàíèè ìíîãèõ áèîëîãè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì,
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâåííûìè, òàê è âðåìåí-
íûìè ïåðåìåííûìè è äåìîíñòðèðóþò ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûå çàêîíîìåðíîñòè [15, 30, 31, 47]. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëå-
äîâàíèå òàêèõ óðàâíåíèé êàê ñ íåïðåðûâíûì, òàê è ñ äèñêðåòíûì
çàïàçäûâàíèåì ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïîëóãðóïï
íà÷àëîñü â 70-å ãã., è ñ òåõ ïîð äîñòèãíóòû çíà÷èòåëüíûå óñïå-
õè [22, 47]. Áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ÔÄÓ áûëî
ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, ïîíÿòèé è ðåçóëü-
òàòîâ èç òåîðèè ïîëóãðóïï, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ëèíåéíî-
ãî è íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé êàê îáûêíîâåííûõ, òàê è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, òåîðèè îáûêíîâåííûõ ÔÄÓ (ÎÔÄÓ) è äð.

Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òè-
ïà (ÔÄÓÍÒ) [1, 16], â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïîâ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ
ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, âÿçêîóïðóãèå è
òåðìîâÿçîóïðóãèå ìàòåðèàëû, àýðîóïðóãîñòü, ãèäðîäèíàìèêà, õè-
ìè÷åñêàÿ êèíåòèêà, íåéðîííûå ñåòè, ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ îáðàò-
íîé ñâÿçüþ è çàïàçäûâàíèåì, èíòåëëåêòóàëüíûå êîíòðîëëåðû, ÿäåð-
íûå ðåàêòîðû, õèìè÷åñêèå òåõíîëîãèè, ãèäðîòóðáèíû, ðàñïðåäå-
ëåííûå ñåòè, ëèíèé ïåðåäà÷è ýíåðãèè áåç ïîòåðü, òåïëîïåðåäà÷à,
ìàòåðèàëû ñ ïàìÿòüþ, ãîðåíèå, âçàèìîäåéñòâèå âèäîâ â áèîëîãèè,
ìèêðîáèîëîãèÿ, ýïèäåìèîëîãèÿ, ôèçèîëîãèÿ, ýêîëîãè÷åñêèå ñèñòå-
ìû, ìîäåëè îáó÷åíèÿ è ìíîãèå äðóãèå [19,21,27,36�38,45].

Îäèí èç êëàññîâ êâàçèëèíåéíûõ ÔÄÓ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
íåéòðàëüíîãî òèïà (ÔÄÓÍÒâ×Ï) ñôîðìèðîâàëñÿ ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è ïðîñòðàíñòâåííîé ñòàáèëèçàöèè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ íà
ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå [32], äðóãîé � ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ìà-
ëîé ÷àñòèöû â æèäêîñòè [37]. Êðîìå ýòîãî, ÔÄÓÍÒâ×Ï èñïîëüçó-
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þòñÿ ïðè ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [41].

ÔÄÓÍÒ ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâÿçàííûõ êîëå-
áàòåëüíûõ ñèñòåì ñ íåìãíîâåííûì ñîåäèíåíèåì ìåæäó ÷àñòÿìè.
Èíîãäà äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìåííîé ëàã
íåçíà÷èòåëåí, îäíàêî â áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëÿõ íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü âðåìåííóþ çàäåðæêó. Ïðèìåð ÄÓÍÒñÇ, âîçíèêàþùåãî
èç-çà ðåäóêöèè íà÷àëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ, áûë ðàññìîòðåí â [24]. Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü îïèñû-
âàåò êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ãèáêîãî ñòåðæíÿ ñ êðóòÿùèì ìîìåí-
òîì, ïðèëîæåííûì ê îäíîìó êîíöó ñòåðæíû, è ìàññû, ïðèêðåïëåí-
íîé ê äðóãîìó åãî êîíöó. Íîâîé îáëàñòüþ, ãäå èñïîëüçîâàíèå ÄÓñÇ
è, â ÷àñòíîñòè, ÄÓÍÒ ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå íàñóùíûì, ÿâëÿåòñÿ
ïðîöåäóðà ñòðóêòóðíîãî èëè ãèáðèäíîãî òåñòèðîâàíèÿ. Ýòîò íîâûé
ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé èëè ìåõàíè÷åñêîãî îáî-
ðóäîâàíèÿ ñî÷åòàåò â ñåáå èñïîëüçîâàíèå âèáðîñòåíäîâ, ïðèâîäîâ
è êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ [39]. Îñíîâíûì ìåõàíèçìîì íåóñòîé÷è-
âîñòè òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âðåìåíí�ûõ çàäåðæåê,
âîçíèêàþùèõ, â îñíîâíîì, èç-çà íàëè÷èÿ èíôîðìàöèîííîãî çàïàç-
äûâàíèÿ â ïåðåäàþùèõ ñèñòåìàõ.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèé ïî èíæåíåðíûìè ïðèëîæåíèÿìè ÔÄÓÇÒ,
êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíà ñ ÄÓâ×ÏñÇ. Îñîáûå çíà÷åíèå è èíòåðåñ êàê
äëÿ òåîðèè, òàê è äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò âçàèìîñâÿçü ìåæ-
äó ïðîñòðàíñòâîì è âðåìåíí�ûì çàïàçäûâàíèåì, êîòîðàÿ ìîæåò âû-
çâàòü ñëîæíîå äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå è ïðèâåñòè ê íåïðîñòûì
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì çàêîíîìåðíîñòÿì. Èç-çà òðóäíîñòåé
ïðè àíàëèçå äàæå îáû÷íûõ ÄÓâ×Ï áåç çàïàçäûâàíèé êîìáèíà-
öèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè äåëàåò àíà-
ëèç ÄÓâ×ÏñÇ îñîáåííî òðóäîåìêèì. Íî ê ñîæàëåíèþ, ïîâåäåíèå
ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íå ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïèñà-
íî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÄÓâ×ÏñÇ, íàïðèìåð, âÿçêîóïðóãèå ýôôåê-
òû â íåêîòîðûõ ìàòåðèàëàõ ïðè íàëè÷èè ðåëàêñàöèîííûõ íàïðÿ-
æåíèé [39].

Ïðîáëåìû ïðè àíàëèçå ÔÄÓÇÒ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî, êàê ïðàâè-
ëî, îíè îáëàäàþò îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå çàòðóäíÿ-
þò èõ èçó÷åíèå. Äåëî â òîì, ÷òî ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ðå-
øåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ÔÄÓÍÒ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñãëàæèâà-
þùåãî ñâîéñòâà: äàæå åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ÔÄÓÍÒ è åå íà÷àëüíàÿ
ôóíêöèÿ ñêîëü óãîäíî ãëàäêèå, òî ïðîèçâîäíàÿ (íåïðåðûâíîãî) ðå-
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øåíèÿ èìååò ñêà÷êè äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè.
Âìåñòå ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ýòî ñâîéñòâî äåëàåò íåéòðàëüíûå
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîõîæèìè íà äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî òèïà [37].

Äåòåðìèíèðîâàííûå ÎÔÄÓÍÒ âïåðâûå áûëè ââåäåíû â ðàáî-
òå [29], à Â.Á.Êîëìàíîâñêèé è Â.Ð.Íîñîâ [4, 36] â òàêèå ÎÔÄÓÍÒ
äëÿ ó÷åòà ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé âêëþ÷èëè ãàóññîâñêèå áåëûå øó-
ìû. Ðÿäîì àâòîðîâ òåîðèÿ ÔÄÓÍÒ èçó÷àëàñü â áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ [23,33]. Àáñòðàêòíûå ÔÄÓÍÒ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êîíå÷-
íûì çàïàçäûâàíèåì ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [17,26] è äð.

Ïðîáëåìà àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé íåéòðà-
ëüíîãî òèïà ïðîäîëæàåò ïðèâëåêàòü âíèìàíèå ìíîãèõ ñïåöèàëè-
ñòîâ, íåñìîòðÿ íà ñâîþ äîëãóþ èñòîðèþ [27]. Ýòî ïî-ïðåæíåìó îä-
íà èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ ïðîáëåì èç-çà îòñóòñòâèÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû. Îñíîâíûì ìåòîäîì àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ëÿïóíîâà, èñïîëüçóÿ êîòîðûé
ïîëó÷åíû âàæíûå ðåçóëüòàòû.

Ðàçâèòèå òåîðèè êîëåáàíèé äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé íà÷àëîñü â 1840-õ ãã., êîãäà ïîÿâèëàñü êëàññè÷åñêàÿ
ðàáîòàÆ.Ø.Ô.Øòóðìà, â êîòîðîé áûëè äîêàçàíû òåîðåìû î êîëå-
áàíèÿõ è ñðàâíåíèå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå ðå-
çóëüòàòû ïî îñöèëëÿöèè äëÿ ÎÄÓ ñ îòêëîíåíèåì àðãóìåíòà áûëè
ïîëó÷åíû Ó.Á.Ôèòå (W.B. Fite) â 1921 ã. Â ïîñëåäíèå ãîäû ÷èñ-
ëî èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè êîëåáàíèé ðåøåíèé ÔÄÓ,
âêëþ÷àÿ ÔÄÓÍÒ, çíà÷èòåëüíî âîçðîñëî.

Èòàê, îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè òîãî, ÷òî â ïðåäûäóùèå äåñÿòè-
ëåòèÿ èññëåäîâàíèÿì ïî ÔÄÓÍÏ áûëî îêàçàíî áîëüøîå âíèìàíèå,
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå: 1) äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäû-
âàíèÿìè (ÄÓñÇ) íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùèìè ìîäåëÿìè
äëÿ îïèñàíèÿ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé, ÷åì òå, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþò
âëèÿíèå ïîñëåäåéñòâèÿ; 2) ÔÄÓÍÒ âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ îáëàñòÿõ íàóêè.

Íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûìè ïðèáëèæåííî-àíàëèòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè àíàëèçà ÔÄÓÇÒâ×Ï è ÔÇÓÍÒâ×Ï ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, øàãîâ è ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â
ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì [3,6, 16,37].
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Óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðè-
áëèæåííîì ðåøåíèè íà÷àëüíûõ çàäà÷. Â ïðîøëîì áîëüøàÿ ÷àñòü
ðàáîòû ïî àíàëèçó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÎÔÄÓÇÒ è ÎÔ-
ÄÓÍÒ êàñàëàñü íàõîæäåíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íåçàâèñèìî îò
âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ [48]. Íî â ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ïîëó÷å-
íû âàæíûå ðåçóëüòàòû ïî ñòàáèëüíîñòè â çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ
ëàãà, íàïðèìåð, áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà óñòîé÷èâîñòü BDF- è θ-
ìåòîäîâ äëÿ ëèíåéíûõ ÎÔÄÓÍÒ [48]. Íåäàâíî âíèìàíèå íåñêîëü-
êèõ àâòîðîâ ïðèâëåêëè ïðîáëåìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÔÄÓâ×Ï
[34,49,50], íî õîòÿ èõ ðåçóëüòàòû íàïðÿìóþ íå îòíîñÿòñÿ ê èññëåäî-
âàíèþ ÔÄÓÍÒâ×Ï, àëãîðèòìû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé îáîèõ
êëàññîâ ñõîäíû.

Èìååòñÿ è çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî äðóãèõ ìåòîäîâ, êàê êà÷åñòâåí-
íûõ [28,43,47], òàê è êîëè÷åñòâåííûõ (àíàëèòè÷åñêèõ, ïðèáëèæåí-
íûõ, ïðèáëèæåííî-àíàëèòè÷åñêèõ èëè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ) [2,
7�9,13,14,18,20,25,35,42,44,46], íî íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííûå óñïå-
õè, ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ ÔÄÓÇÒâ×Ï è ÔÇÓÍÒâ×Ï, àëãîðèòìîâ è ñõåì èõ ðåàëèçàöèè
îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé.

Íèæå â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå êîìáèíàöèè êëàññè÷åñêîãî
ìåòîäà øàãîâ è ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (ÌØÐÏÑ),
ïðåäëîæåííîé ðàíåå äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð ñ ñîñðåäîòî-
÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è äèñêðåòíûìè çàïàç-
äûâàíèÿìè [5, 10�12], ñòðîèòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ÔÄÓÍÒâ-
×Ï ñ îäíèì ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì. Ðåàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû
îñóùåñòâëåíà â ôîðìàòå ïðîãðàììû íà âõîäíîì ÿçûêå ïàêåòà êîì-
ïüþòåðíîé àëãåáðû (ÏÊÀ)Mathematica [40]. Ïðèâåäåí ïðèìåð ïðè-
ìåíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåìîãî ìåòîäà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âî ââåäåíèè áûë ðàññìîòðåí ðÿä òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ÎÔÄÓÍÒ è ÔÄÓÍÒâ×Ï. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî,
êàê ïðàâèëî, óêàçàííûå âûøå àëãîðèòìû íàðÿäó ñ ïîãðåøíîñòüþ
äèñêðåòèçàöèè âíîñÿò äîïîëíèòåëüíóþ îøèáêó èíòåðïîëÿöèè ïðè
âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãó-
ìåíòó ñ çàïàçäûâàíèåì. Íàøà ñõåìà àíàëèçà ÄÐÓÍÒâ×Ï, êàê è
äðóãèõ ôîðì äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàïàç-
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äûâàíèåì, áàçèðóåòñÿ íà êîìáèíèðîâàííîé ñõåìå ÌØÐÏÑ è ïîçâî-
ëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîöåäóðû àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ôîðì ÔÄÓÇÒâ-
×Ï è ÔÄÓÍÒâ×Ï ñ îäíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðè áîëüøèí-
ñòâå ðåàëèçàöèé ñõåìû îøèáêà ìåòîäà îòñóòñòâóåò. Áîëåå òîãî, èñ-
÷åçàþò ìíîãèå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåäóð
ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÔÄÓÇÒâ×Ï è ÔÄÓÍÒâ×Ï.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÄÐÓÍÒâ×Ï âèäà

∂u(x, t)

∂t
= F

[
u(x, t),u(x, t− τ),u′t(x, t− τ), t

]
, x ∈ D,

t1 = t0 + τ < t 6 T < +∞ (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

G
[
u(x, t),u(x, t− τ),u′t(x, t− τ), t

]
= 0, x ∈ ∂D, (2)

ãäå t � âðåìÿ, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ D ⊂ Rn � âåêòîð-ñòðîêà ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, u =

{
u1(x, t), u2(x, t), ..., un(x, t)

}ᵀ
�

âåêòîðíîå ïîëå ñîñòîÿíèÿ, D � îòêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ èëè íåîãðà-
íè÷åííàÿ îáëàñòü, èíäåêñû x îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì (âåêòîðíûì) ïåðåìåííûì, τ � ïîñòîÿííîå çàïàçäûâàíèå,

f(·, ·, ·, ...) = {fi(·, ·, ·, ...)}ᵀ, g(·, ·, ·, ...) = {gi(·, ·, ·, ...)}ᵀ

� èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ,
F è G � íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç ïðîñòðàíñòâà
Rn × Rn × Rn × Rn × Rn × Rn × ...× R â ïðîñòðàíñòâî Rn:

F
[
u(x, t),u(x, t− τ),u′t(x, t− τ), t

]
= f

(
u(x, t),u(x, t− τ),

u′t(x, t− τ),u′x(x, t),u′x(x, t− τ),u′tx(x, t− τ),

u′′xx(x, t),u′′xx(x, t− τ),u′txx(x, t− τ), ..., t
)
,

G
[
u(x, t),u(x, t− τ),u′t(x, t− τ), t

]
= g

(
u(x, t),u(x, t− τ),

u′t(x, t− τ),u′x(x, t),u′x(x, t− τ),u′tx(x, t− τ),

u′′xx(x, t),u′′xx(x, t− τ),u′txx(x, t− τ), ..., t
)
,

ᵀ � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïîëóèíòåðâàëå (t0, t1], íåèçâåñòíîå âåê-
òîðíîå ïîëå u(x, t) ∈ U ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå
ÄÓâ×Ï:

∂u(x, t)

∂t
= F0

[
u(x, t), t

]
, (3)

F0

[
u(x, t), t

]
= f0

(
u(x, t),u′x(x, t),u′′xx(x, t), ..., t

)
, (4)

à òàêæå íà÷àëüíûì

u(x, t0) = u 0(x) (5)

è êðàåâûì

G0

[
u(x, t), t

]
= 0, x ∈ ∂D, (6)

G0

[
u(x, t), t

]
= g0

(
u(x, t),u′x(x, t),u′′xx(x, t), ..., t

)
(7)

(â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè) óñëîâèÿì, ãäå F0 èG0 � íåïðåðûâ-
íûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç ïðîñòðàíñòâà Rn×Rn×Rn× ...×R
â ïðîñòðàíñòâî Rn, u 0(x) � çàäàííîå âåêòîðíîå ïîëå, f0(·, ...) =
{f0i(·, ...)}ᵀ è g0(·, ...) = {g0i(·, ...)}ᵀ � èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå âåê-
òîðíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Ïóñòü ñòðóêòóðà ôóíêöèé u0, f0, g0, f , g òàêîâà, ÷òî çàäà-
÷à (1)�(7) èìååò ðåøåíèå è ïðè òîì åäèíñòâåííîå. Òîãäà öåëü èñ-
ñëåäîâàíèÿ áóäåò ñîñòîÿòü â èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
u(x, t), îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèÿìè (1)�(7) íà îñíîâå ïðèáëèæåííî-
àíàëèòè÷åñêèõ ïðîöåäóð.

2. Îïèñàíèå ïðåäëàãàåìîé ñõåìû

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåîáðàçóåì åå â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïðîáëåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîùå èñõîäíîé è èìååò
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñòàíäàðòíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ, à èìåííî, äëÿ
òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü èçìåíåíèÿ ïîëÿ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùå-
ãî óðàâíåíèÿì ñ çàïàçäûâàíèÿìè, ïðè çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t > t0
ïîñòðîèì öåïî÷êó óïðàâëÿþùèõ âåêòîðíûì ïîëåì óðàâíåíèé áåç
çàïàçäûâàíèÿ, ðàñøèðèâ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé. Äëÿ ðåàëèçàöèè
ýòîé ïðîöåäóðû ââåäåì ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå è îáîçíà÷åíèÿ:

s ∈ [0, τ ], tq = t0 + q · τ, q = 0, 1, 2, ..., N,N + 1, tN+1 > T,
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uq(x, s) = u(x, sq), sq = s+ tq, ∆q = (tq, tq+1], ∆q = [tq, tq+1],

u0(x, 0) = u 0(x), uq(x, 0) = uq−1(x, τ),

à çàòåì ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëóîòðåçêîâ ∆q.

0°. Íà÷íåì ñ ∆0. Îïðåäåëåííàÿ íà ýòîì ïîëóèíòåðâàëå âåêòîð-
íàÿ ôóíêöèÿ u0(x, s) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (øòðèõîì çäåñü è äà-
ëåå îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé s)

∂u0(x, s)

∂s
= F0

[
u0(x, s), s0

]
, u0(x, 0) = u 0(x), x ∈ D,

G0

[
u0(x, s), s0

]
= 0, x ∈ ∂D.

1°. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå ñèñòåìû íà îòðåçêàõ ∆0 è ∆1.
ÄÓâ×Ï äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé u0(x, s) è u1(x, s) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂u0(x, s)

∂s
= F0

[
u0(x, s), s0

]
, u0(x, 0) = u 0(x), x ∈ D,

G0

[
u0(x, s), s0

]
= 0, x ∈ ∂D,

∂u1(x, s)

∂s
= F

[
u1(x, s),u0(x, s),u′0s(x, s), s1

]
, x ∈ D,

G
[
u1(x, s),u0(x, s),u′0s(x, s), s1

]
= 0, x ∈ ∂D.

... ... ... ... ... ... ...

N°. Ðàññìîòðèì ïîëóñåãìåíòû ∆0, ∆1, ..., ∆N . Ïîñòðîèì ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ u0(x, s), u1(x, s), ..., uN (x, s) â âèäå

∂u0(x, s)

∂s
= F0

[
u0(x, s), s0

]
, u0(x, 0) = u 0(x), x ∈ D,

G0

[
u0(x, s), s0

]
= 0, x ∈ ∂D,

∂u1(x, s)

∂s
= F

[
u1(x, s),u0(x, s),u′0s(x, s), s1

]
, x ∈ D,

G
[
u1(x, s),u0(x, s),u′0s(x, s), s1

]
= 0, x ∈ ∂D,

... ... ... ... ... ... ...
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∂uN (x, s)

∂s
= F

[
uN (x, s),uN−1(x, s),u′N−1,s(x, s), sN

]
, x ∈ D,

G
[
uN (x, s),uN−1(x, s),u′N−1,s(x, s), s1

]
= 0, x ∈ ∂D.

Èòàê, èñõîäíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ÄÐÓÍÒâ×Ï ñâå-
äåíà ê ñåðèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì ÄÓâ×Ï áåç çàïàç-
äûâàíèÿ äëÿ öåïî÷êè âåêòîðíûõ ïîëåé ñîñòîÿíèÿ óâåëè÷èâàþùåé-
ñÿ ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû áóäåò
ñîñòîÿòü â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèáëèæåííî-àíàëèòè÷åñêîì è/èëè
÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé íà îòðåçêå [0, τ ] (øàãè 0°�
N°), âêëþ÷àÿ ñìåíó ñèñòåìû óðàâíåíèé è äîîïðåäåëåíèå íåäîñòà-
þùèõ äëÿ î÷åðåäíîãî øàãà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñ ïîìîùüþ òåðìè-
íàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðåäûäóùåãî.

3. Ïðèìåð

Äëÿ ðåàëèçàöèè èçëîæåííîé ïðîöåäóðû â ðàìêàõ îäíîãî øàãà,
èñõîäÿ èç êîíêðåòíîé çàäà÷è (âèäà óðàâíåíèé, îáëàñòè è çàäàííûõ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé) ìîæíî ïðèìåíèòü íàèáîëåå ïðèãîäíûé
èëè óäîáíûé ìåòîä. Äàëåå â ïðèìåðàõ äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ÄÓâ×Ï â ñðåäå ÏÊÀ Mathematica èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ
NDSolve ñ îïöèåé "MethodOfLines", îïðåäåëÿþùàÿ ïðèìåíåíèå ìå-
òîäà ïðÿìûõ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèåé â ôîðìå êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ (ïàðàìåòð "SpatialDiscretization"→"FiniteElement").

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëüíóþ ñèñòåìó äâóõ ÄÓâ×ÏÍÒ ñ
êðàòíûìè çàïàçäûâàíèÿìè:

∂

∂t

[
u1(x, t)− γ11 u1(x, t− π

2
)
]

+ ω2
1

[
u1(x, t)− γ12 u1(x, t− π)

]
=

= α11
∂2

∂x2
[
u1(x, t)− γ13 u1(x, t− π

2
)
]
+

+α12
∂

∂x

[
u1(x, t)− γ14 u1(x, t− π)− γ15 u2(x, t− π)

]
+

+α13

[
u1(x, t)− γ16 u1(x, t− π)− γ17 u2(x, t− π)

]
, (8)

∂

∂t

[
u2(x, t)− γ21 u2(x, t− π

2
)
]

+ ω2
2

[
u2(x, t)− γ22 u2(x, t− π)

]
=

= α21
∂2

∂x2
[
u2(x, t)− γ23 u2(x, t− π

2
)
]
+
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+α22
∂

∂x

[
u2(x, t)− γ24 u2(x, t− π)− γ25 u1(x, t− π)

]
+

+α23

[
u2(x, t)− γ26 u2(x, t− π)− γ27 u1(x, t− π)

]
, (9)

0 < x < 1, t > 0;

u1(0, t) = u1(1, t) = 1, u2(0, t) = u2(1, t) = 2, t > −π,

u1(x, t) = 1 + 0,5 sin 2π x− 0,25 sin 5π x,

u2(x, t) = 2− 0,5 sin 4π x+ 0,25 sin 7π x,
− π 6 t 6 0.

Ðèñ. 1

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ τ = π/2 è

γ11 = γ12 = γ13 = 1/2, γ14 = γ15 = γ16 = γ17 = 1/4,

γ21 = γ22 = γ23 = 2/5, γ24 = γ25 = γ26 = γ27 = 1/5,

α11 = 1/10, α12 = 1, α13 = 1/4, ω1 = 2,

α21 = 1/8, α22 = 3/2, α23 = 1/2, ω2 = 3

ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðàôèêîâ (3D-ïîâåðõíîñòåé è ëèíèé óðîâíÿ â
ïåðåìåííûõ x− t) íà ðèñ. 1�4.
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Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ðèñ. 4

Çàêëþ÷åíèå

Àëãîðèòì, îïèñàííûé â äàííîé ñòàòüå, ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
ðåàëèçîâàí íà îñíîâå è ëþáîãî äðóãîãî ñîâðåìåííîãî ÏÊÀ, òàêîãî
êàê Maple èëè Matlab, è èñïîëüçîâàí äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãèõ òèïîâ
ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì, îïèñûâàåìûõ ÔÄÓâ×Ï.

Êàê è â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ñõåìå ÌØÐÏÑ äëÿ àíàëèçà îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì è íåé-
òðàëüíîãî òèïà, ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ÔÄÓÍÒâ×Ï ïîòðåáîâàëà ìèíèìàëüíûõ óñèëèé è îêàçàëàñü
ýôôåêòèâíîé, ïðè÷åì âðåìÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ èññëåäîâàííîé ñèñòåìû
îêàçàëîñü íåçíà÷èòåëüíûì.
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