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МИНИМИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНОЙ КОМБИНАЦИИ  
ВРЕМЕНИ И РАСХОДА ТОПЛИВА В ЗАДАЧЕ  

ОПТИМАЛЬНОЙ ПЕРЕОРИЕНТАЦИИ  
СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА  

В СОПРОТИВЛЯЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ 
 

Рассматривается задача оптимального управления пере-
ориентацией сферически симметричного твердого тела в 
сопротивляющейся среде, при условии, что вектор управ-
ляющего внешнего момента ограничен по модулю. В качест-
ве минимизируемого функционала используется функционал 
качества, который характеризует в заданной пропорции 
расход времени и топлива. Для решения задачи применяется 
принцип максимума Л.С. Понтрягина. 

Ключевые слова: оптимальное управление; переориен-
тация; кватернионы; сопротивляющаяся среда. 
 

Постановка задачи 
Уравнения управляемого углового движения твердого те-

ла, обладающего сферической симметрией, имеют вид 
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где  3210 ,,, λ  – кватернион, компонентами которого яв-
ляются параметры Родрига–Гамильтона i ,   – символ кватер-
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нионного произведения, IIII  321  – главные центральные 
моменты инерции тела,  321 ,, ω  – вектор угловой скоро-
сти,  321 ,, uuuu  – вектор управляющего момента, ii u,  – 
проекции соответственно ω  и u  на главные центральные оси 
инерции, k  – коэффициент аэродинамического момента сопро-
тивления вращению тела. 

Начальное и конечное положения твердого тела заданы и 
являются состояниями покоя: 

    302010000 ,,,0  λλ ,    00 ω , (2) 
    0,0,0,1 TT λλ ,    0Tω . (3) 

На величину управляющего момента наложено ограничение 
 2
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1 uuuu  . (4) 

Оценка эффективности управления угловым движением 
твердого тела осуществляется с помощью критерия  
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где 0a  и время перехода T  не задано. 
Требуется найти управляющие функции  tui  ( 3,2,1i ), 

которые при Tt 0  удовлетворяют уравнениям и граничным 
условиям (1)–(3), ограничению (4) и доставляют минимум 
функционалу (5). 

В данной постановке, при других критериях качества, за-
дача рассматривалась при 0k  в работах [1–3] и при 0k  в 
работах [4, 5]. 

Построение оптимального решения 
Сделаем в (1)–(5) следующую замену переменных и кон-

стант: 
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В дальнейшем все исследования будем проводить в штри-
хованных переменных, однако штрихи для удобства записи 
опустим. Соотношения (1), (4) после замены (6) примут вид 
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а вид граничных условий (2), (3) и выражения (5) не изменится. 
Решение задачи будем искать в классе плоских поворотов, 

при которых вектор угловой скорости ω  сохраняет постоянное 
направление в пространстве: 

     .ζω txt   (9) 
Здесь  321 ,, ζ  – постоянный единичный вектор, направ-
ленный по оси вращения, x  – величина угла поворота. Так же, 
как и в работе [5], нетрудно показать, что в этом случае иссле-
дуемая задача сводится к следующей задаче оптимального 
управления объектом, движение которого в сопротивляющейся 
среде описывается линейной системой второго порядка: 

   min,1
0

  
T

dtuaJ  (10) 

 1,   uuxkx  , (11) 

     00,00 0  xxx  ,     0 TxTx  , (12) 
где 332211  uuuu  . 

Для решения задачи (10)–(12) воспользуемся принципом 
максимума Л.С. Понтрягина [6]. Сделаем замену 21, xxxx    и 
преобразуем уравнение (11) к виду 
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Составим функцию Гамильтона–Понтрягина: 

 .122221
  uaukxxH   (14) 
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Выпишем сопряженную систему дифференциальных 
уравнений 
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и найдем ее решение 
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где 21,dd  – произвольные постоянные. Функция H достигает 
максимального значения при управлении 
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Так как время T  окончания процесса не задано, то мак-
симальное значение функции Гамильтона–Понтрягина H долж-
но удовлетворять условию [7]: 

     .0maxmax  THtH  (18) 
Если ,2 a  то из соотношений (16), (17) следует 
1H , что противоречит условию (18).  

Таким образом, учитывая, что функция 
k

dedt kt 1)( 122   

не более одного раза меняет знак на отрезке  T,0 , получаем, 
что в качестве возможных оптимальных управлений можно рас-
сматривать девять управляющих последовательностей  0 , 
 1 ,  1 ,  1,0  ,  1,0  ,  0,1 ,  0,1  1,0,1  ,  1,0,1  . 
Заданным граничным условиям (12) удовлетворяет лишь после-
довательность  1,0,1  . 

Оптимальное управление имеет вид: 
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Подставим (19) в систему (13) и, учитывая граничные ус-
ловия (12), найдем фазовые координаты 21, xx  и моменты пере-
ключения оптимального управления 21,  : 
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Для определения времени окончания процесса T восполь-
зуемся условием (18), вычислим maxH  при 1,0, Tt  . Исклю-
чая постоянные 21, dd , приходим к квадратному уравнению 
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где введены обозначения yekT  , A
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Отметим, что при 0a  время перехода T  совпадает с 

временем 0min
0
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   в задаче об оптималь-

ном по быстродействию управлении объектом [5], движение 
которого описывается соотношениями (11)–(12); в этом случае 
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Учитывая выражения (10), (22) вычислим минимальное 
значение функционала 
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На рис. 1 изображены графики зависимостей от коэффи-
циента сопротивления k  времени движений с ,1u  ,0u  

1u  при фиксированных значениях 532.2,5.0 0  xa ;  

а на рис. 2 изображены графики зависимостей от параметра a  
времени движений с 1,0,1   uuu  при фиксирован-
ных значениях 532.2,1.0 0  xk . 

 
                             Рис. 1                                              Рис. 2 
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На рис. 3 представлены графики зависимостей времени T  

окончания процесса, значений функционалов 
T

dtuI
0

*  и minJ  

от коэффициента сопротивления k  при фиксированных значе-
ниях 532.2,5.0 0  xa .  

На рис. 4 представлены графики зависимостей времени T  
окончания процесса, значений функционалов I  и minJ  от пара-
метра a  при фиксированных значениях 532.2,1.0 0  xk . 

 
                               Рис. 3                                          Рис. 4 

 

На рис. 5 изображены фазовые траектории при различных 
значениях параметра  5.2;5.1;5.0aa  и фиксированных зна-
чениях 532.2,1.0 0  xk .  

Из графиков следует, что с увеличением параметра a  
уменьшается максимальное значение x , увеличивается проме-
жуток  )(),( 21  xx  и, соответственно, уменьшаются промежут-
ки  )(),0( 1xx  и  )(),( 2 Txx  .  

На рис. 6 изображены фазовые траектории при различ-
ных значениях коэффициента сопротивления 

 0.1;5.0;1.0kk  и фиксированных значениях ,5.0a  
532.20 x .  
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С увеличением параметра k  увеличивается промежуток 
 )(),0( 1xx  и, соответственно, уменьшаются промежутки 
 )(),( 21  xx  и  )(),( 2 Txx  . 

 

 
                            Рис. 5                                                   Рис. 6 

Аналогичный вид имеют данные графики при других зна-
чениях констант ka,  и начальных значениях 0x . 

Используя соотношения (9), (19), (21), найдем вектор уг-
ловой скорости 
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управляющий момент 

 













Tt

t
t

2

21

1

,
,,0
,0,





ζ

ζ
u  (27) 

и решение кинематических уравнений системы (7) 

  






  ζλλ 00 2

1exp xx , (28) 

где функция    txtxx 1  определяется равенством (20). 
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Неизвестную постоянную 0x  и компоненты единичного 
вектора ζ  найдем из граничных условий (2), (3) и равенства 
(25), выбирая из двух значений функционала наименьшее. Тогда 

 000 arccos2 x , (29) 
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Покажем, что полученные соотношения (26)–(30), опреде-
ляющие плоский разворот твердого тела из начального положе-
ния (2) в конечное (3), удовлетворяют необходимым условиям 
принципа максимума Л.С. Понтрягина для исходной задачи оп-
тимального управления. 

Так же, как и в работе [1], введем в рассмотрение кватер-
нионы ψ  и   сопряженных переменных, в которых компонен-
ты )3,2,1,0( ii , соответствуют параметрам i , а 

)3,2,1( jj  – переменным j , и введем обозначение 

 ψλp 
~vect .  

Тогда функция Гамильтона–Понтрягина и сопряженные 
уравнения для системы (7) примут вид 
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Из условия максимума функции Гамильтона–Понтрягина 

следует, что  

u ,  

если 1 , и 0u , если данное неравенство нарушается. Кро-
ме того, так как время T  окончания процесса не задано, то 

    0maxmax  THtH . 
Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, 

что необходимым условиям принципа максимума Понтрягина 
удовлетворяют найденные по формулам (24), (26)–(28) функции 
 tu ,  tω ,  tλ , время T  окончания процесса и функции  tψ , 
 t ,  tp  следующего вида 

,0ζp p      ,
2
1exp 000







  ζζλψ xxp   

,21
2 21

0 ζ










  kk

tk

ee
e

k
p  

где 














21

21
20 



kk

kk

ee
eekp , а 10 ,, ζx  и 2  вычисляются соответ-

ственно по формулам (29), (30), (22). 

Пример   
Рассмотрим оптимальную переориентацию твердого тела 

из начального состояния  ,707.0,5.0,4.0,3.0)0( λ 0)0( ω  в ко-
нечное положение (3), минимизирующую функционал (5).  

При 5.0k  и 5.1a  время разворота T и моменты пере-
ключения управления соответственно равны 

3.619 ,1.646 ,3.999 21  T , 
угол поворота твердого тела за время T равен 532.20 x  рад, 
минимальное значение функционала качества 037.7min J .  
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На рис. 7–8 представлены графики зависимости компо-
нент кватерниона λ  и компонент вектора угловой скорости ω  
от времени. 

 
                               Рис. 7                                          Рис. 8  

Заключение 
Получено аналитическое решение рассматриваемой зада-

чи оптимального управления пространственной переориентаци-
ей сферически симметричного твердого тела в сопротивляю-
щейся среде: с использованием принципа максимума Л.С. Пон-
трягина найдены оптимальное управление, время окончания 
процесса, моменты переключения оптимального управления, 
фазовые координаты, минимальное значение функционала.  
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