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ПОСТРОЕНИЕ КОМПРОМИССНОГО НАБОРА  

СТРАТЕГИЙ В ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЕ НЕСКОЛЬКИХ ЛИЦ 

 
Рассматривается неантагонистическая игра нескольких 
лиц, в которой интерес каждого игрока, помимо миними-
зации своей платы, состоит еще и в том, чтобы любой 
из его оппонентов не мог получить результат лучший 
(меньший) некоторой заданной величины. 
При этом собственный результат игрока должен быть не 
хуже (не больше) другой заданной величины. В статье 
принимается, что рациональное поведение участников 
описанного конфликта состоит в выборе компромиссного 
набора стратегий, обеспечивающего каждому игроку зна-
чение платы не хуже (не больше) верхней оценки платы. 
Никакое единоличное уклонение игрока от стратегии, 
предписываемой компромиссным набором, не позволяет 
ему получить значение платы лучше (меньше) нижней 
оценки платы.  
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1.Игра в нормальной форме 
Одна из основных проблем в исследовании неантагони-

стической игры состоит в выборе адекватного содержанию за-
дачи понятия решения. Наиболее распространены подходы, ос-
нованные на решениях по Дж. Нэшу, Х. Штакельбергу и В. Па-
рето [3]. Легко устанавливается, что стратегии, оптимальные в 
одном из указанных смыслов, не являются оптимальными в дру-
гом смысле. Поэтому существует определенная свобода в выбо-
ре принципа рационального действия участников многосторон-
него конфликта. В статье вводится понятие компромиссного 
набора стратегий, смысл которого состоит в том, что для него 
значение платы игрока должно принадлежать некоторому про-
межутку (своему для каждого из игроков), границы которого 
заданы правилами игры. При этом никакое единоличное укло-
нение игрока от стратегии, предписываемой компромиссным 
набором, не позволяет ему получить значение платы лучше 
(меньше) нижней границы указанного промежутка.  

Под игрой (необязательно дифференциальной), записан-
ной в нормальной форме, будем понимать тройку 

     , , ,i iK U i K I i K   

где  1, ,K k   – множество номеров игроков,  iU  – множе-

ство всех стратегий, а     1
1:i kI U U R    – функция пла-

ты i -го, i K , игрока. Игра состоит в том, что каждый игрок 
выбирает независимо от других какую-либо стратегию из своего 
множества стратегий. В результате складывается ситуация 

 1, , kW U U  , на которой вычисляется плата 

 1, , ,i kI U U i K  каждого из игроков. Игрок заинтересован 
в минимизации своей платы. 

Пусть    1 1, , , , ,
TT

k kS S S S S S  
     ,i iS S 

   

i K . Вектора , kS S R
   будем называть соответственно 

нижними и верхними компромиссными оценками плат игроков.  
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Определение 1. Ситуация  komW W  называется ком-

промиссной по отношению к оценкам , ,S S
 , если для всех 

i K  справедливы неравенства  

 
 1 1 1min , , , , , ,

i i

komp komp komp komp
i i i i i kU U

S I U U U U U  
    

 1 1 1, , , , , ,komp komp komp komp komp
i i i i k iI U U U U U S 

    . 
Заметим, что если некоторая ситуация является компро-

миссной относительно оценок ,S S 
 , то она будет   равно-

весной при  max i ii K
S S 


   и просто равновесной, если 

,i iS S i K
  . Необходимыми условиями существования ком-

промиссных ситуаций служат неравенства 

     
 

 
1

1
, , , ,

min max , , , , ,
i i i k i

j K i

i i i kU U U U U U
S I U U U i K



  
 

 
  . 

Построение компромиссного набора стратегий в статье 
осуществляется для конкретной дифференциальной игры не-
скольких лиц с использованием гладких потенциалов.  

 
2.Гладкие потенциалы в дифференциальных  
играх нескольких лиц 

Рассмотрим дифференциальную игру, динамка которой 
описывается обыкновенным векторным дифференциальным 
уравнением                   1, , , , .kx f t x u u   

Здесь   1
0 ,t t T R   – текущее время,  1, , T n

nx x x R   – 

фазовый вектор объекта, ir
i iu P R   – вектор управляющих 

параметров i -го игрока. Плата i  -го игрока определяется фор-
мулой   i iI x T , где 1: ,n

i R R i K    – некоторая за-

данная непрерывная функция,  x   – реализация фазового век-
тора объекта, а T  – момент окончания игры. 
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Важным аспектом построения математической модели 
конфликтно управляемого динамического объекта является 
формализация понятия стратегии игрока и движения объекта, 
отвечающего выбранному набору стратегий игроков. В настоя-
щей работе принят подход, развиваемый в монографиях Н.Н. 
Красовского и А.И.Субботина [1–2] для антагонистических 
дифференциальных игр и обобщенный на случай  игр несколь-
ких лиц А.Ф. Клейменовым в работе [3]. Указанную формализа-
цию будем называть формализацией дифференциальной игры в 
классе конструктивных движений. Определение 1 в этом случае 
принимает следующий вид. 

Определение 2. Будем говорить, что набор позиционных 
стратегий    1 , ,komp komp

ku u   всех игроков является компро-

миссным относительно оценок ,S S 
 , для начальной позиции 

   0, , ,t x t t T   , если  

      , , komp
i i jI x S x X t x u j K

 
             

и 

        , , komp
i i jI x S x X t x u j K i  

            . 

Здесь        , , , , ,komp komp
i jX t x u i K X t x u j K i   

            

пучки конструктивных движений, выходящих из начальной по-
зиции  ,t x   и порожденных компромиссными стратегиями 
соответственно всех игроков и всех игроков кроме i -го игрока. 

Введем понятие гладких потенциалов в дифференциаль-
ной игре нескольких лиц. 

Определение 3. Пусть , kS S R
   нижние и верхние 

компромиссные оценки. Будем говорить, что набор непрерыв-
ных функций 

1 1 1 1: , : ,n n
i iR R R R i K   
     

образует систему гладких потенциалов для этих оценок, если 

 1.      , , , ,n
i i iT x T x x x R i K  
     . 
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 2. Существует число 0   такое, что для всех i K  
функция i   непрерывно дифференцируема в области  

      0, , , ,i i i iW t x t t T S t x S         , 

а функция i
  непрерывно дифференцируема в области  

      0, , , ,i i i iW t x t t T S t x S         . 

 3. В каждой позиции    0, , nt x t T R   существует на-

бор управляющих параметров    1ˆ ˆ, , , ,ku t x u t x  такой, что 

        1̂ ˆ, min , , , , , , , , , 0,
i i

i i i ku P
t x t x f t x u t x u u t x

t x
  

 
 

 
 

 , it x W   

и            1ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , , 0,i i i kt x t x f t x u t x u t x u t x
t x
   

 
 

   

 , it x W  . 

 Определим набор стратегий всех игроков условием 

 
   

 

ˆ , , , ,
, .

, , ,

i i i
i K i Kkomp

i

i i i
i K i K

u t x t x W W
u t x i K

P t x W W




 




 

    
    

     
            





 

 
 

В работе [4] доказана следующая теорема. 

 Теорема 1. Набор стратегий    1 , ,komp komp
ku u   являет-

ся компромиссным относительно оценок , kS S R
   для любой 

начальной позиции  
 ,t x W   

        0, , , , , , ,i i i it x t t T t x S t x S i K   
      . 



П РО БЛ Е МЫ  МЕХ АНИ К И  И  УП РА ВЛ ЕНИ Я –20 14  

 58

3. Модельный пример 
 

Рассматривается дифференциальная игра трех лиц, дина-
мика которой описывается системой нелинейных дифференци-
альных уравнений 

       1 2 3 ,Ox Ox OxAp C B qr M M M      

       1 2 3 ,Oy Oy OyBq A C rp M M M                      (1) 

       1 2 3 ,Oz Oz OzCr B A pq M M M      
Эти уравнения можно трактовать как динамические урав-

нения Эйлера движения твердого тела относительно неподвиж-
ной точки в проекциях на подвижную систему координат, оси 
которой совпадают с главными осями инерции вращающегося 
тела. Здесь , ,p q r   проекции вектора угловой скорости, 

0A B C     главные моменты инерции твердого тела отно-
сительно соответствующих осей координат, 

 

 

 

 

, 1, 2,3

i
Ox

i i
O Oy

i
Oz

M

M M i

M

 
 

   
  
 

 управляющий момент относительно 

начала координат O , совпадающего с точкой подвеса тела, 
, 1, 2,3i го i   игрока. 
Разрешим уравнения (1) относительно производных фазо-

вых координат 
      1 2 31 ,Ox Ox Ox

B Cp qr M M M
A A


     

      1 2 31 ,Oy Oy Oy
C Aq rp M M M

B B


          (2) 

      1 2 31 ,Oz Oz Oz
A Br pq M M M

C C


     

и введем обозначения 
           

1 2 3 1 2 3, , , , , , 1,2,3.i i i i i i
Ox Oy Ozp x q x r x M u M u M u i        

Тогда уравнения (2) принимают вид: 
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      1 2 3
1 2 3 1 1 1

1 ,B Cx x x u u u
A A


     

      1 2 3
2 3 1 2 2 2

1 ,C Ax x x u u u
B B


          (3) 

      1 2 3
3 1 2 3 3 3

1 ,A Bx x x u u u
C C


    . 

На векторы управляющих параметров наложены геометриче-
ские ограничения 

 

 

 

 

1 1
2 2 2

2 2 1 2 3

33

1

i

i i

i

u p
u u P p p p p

pu

                          

. 

Целевыми множествами игроков служат точки  
      1 2 3, , , 1,2,3i i i

iM m m m i  , а их платами – расстояния от фа-

зового вектора в конечный момент времени T  до соответст-
вующих целевых множеств. Считаются заданными 

1 2 3 1 2 3, , , , ,S S S S S S  
   , , 1, 2,3i iS S i

    – компромиссные оцен-
ки игроков. 
 Гладкие потенциалы будем искать в виде 

          2 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3, , , i i i
i t x x x x m x m x m          

  , 0, 1,2,3,i it T i      

          2 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3, , , i i i
i t x x x x m x m x m          

  , 0, 1,2,3,i it T i      

Параметры , , 1,2,3i i i    выбираются из соображений 
выполнения условия в) в определении 1. Вычислим полную 
производную функции i   в силу системы (3). Имеем 

        1 2 3
1 2 3 2 3 1 1 1

1

1, , , i
i

d B Ct x x x x x u u u
dt x A A
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      1 2 3
3 1 2 2 2

2

1i C A x x u u u
x B B
          

 

      1 2 3
1 2 3 3 3

3

1i iA B x x u u u
x C C t
            

 

2 3 3 1 1 2
1 2 3

i i iB C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
        

   
  

 

             1 2 3 1 2 3
1 1 1 2 2 2

1 2

1 1i iu u u u u u
x A x B
   

      
 

 

      1 2 3
3 3 3

3

1i
iu u u

x C



   


 

2 3 3 1 1 2
1 2 3

i i iB C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
        

   
  

 

     1 1 1
1 2 3

1 2 3

1 1 1i i iu u u
A x B x C x

      
   

  
 

     2 2 2
1 2 3

1 2 3

1 1 1i i iu u u
A x B x C x

      
   

  
 

     3 3 3
1 2 3

1 2 3

1 1 1i i i
iu u u

A x B x C x
  

    
   

  
,   1,2,3.i   

Полагаем              2 2 2 3 3 3
1 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , ,t x x x u u u u u u    

 
 

1
1

1 1 2 3min , , ,
u P

d t x x x
dt
 


   

1 1 1
2 3 3 1 1 2

1 2 3

B C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
        

   
  

 

22 2

1 1 1

1 2 3

1 1 1
A x B x C x

          
              

 

     2 2 21 1 1
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x
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     3 3 31 1 1
1 2 3 1

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

       
   

  
, 

            1 1 1 3 3 3
2 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , ,t x x x u u u u u u    

 
 

2
2

2 1 2 3min , , ,
u P

d t x x x
dt
 


   

2 2 2
2 3 3 1 1 2

1 2 3

B C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
        

   
  

 

     1 1 12 2 2
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

22 2

2 2 2

1 2 3

1 1 1
A x B x C x

          
              

 

     3 3 32 2 2
1 2 3 2

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

       
   

  
, 

            1 1 1 2 2 2
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , ,t x x x u u u u u u    

 
 

3
3

3 1 2 3min , , ,
u P

d t x x x
dt
 


   

3 3 3
2 3 3 1 1 2

1 2 3

B C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
        

   
  

 

     1 1 13 3 3
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

     2 2 23 3 3
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

22 2

3 3 3
3

1 2 3

1 1 1
A x B x C x

  
        

              
. 

Вычислим полную производную функции , 1, 2,3i i    в 
силу системы (3). Имеем 
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                    1 1 1 2 2 2 3 3 3 3
1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3, , , , , , , , , , , , ,t x x x u u u u u u u u u u 

 1 1 2 3, , ,d t x x x
dt
    

1 1 1
2 3 3 1 1 2

1 2 3

B C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
        

   
  

 

     1 1 11 1 1
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

     2 2 21 1 1
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

     3 3 31 1 1
1 2 3 1

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

  


    
   

  
, 

                    1 1 1 2 2 2 3 3 3 3
2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3, , , , , , , , , , , , ,t x x x u u u u u u u u u u   

 2 1 2 3, , ,d t x x x
dt
  

2 2 2
2 3 3 1 1 2

1 2 3

B C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
        

   
  

 

     1 1 12 2 2
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

     2 2 22 2 2
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

     3 3 32 2 2
1 2 3 2

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

  


    
   

  
, 

                    1 1 1 2 2 2 3 3 3 3
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3, , , , , , , , , , , , ,t x x x u u u u u u u u u u   

 3 1 2 3, , ,d t x x x
dt
    

3 3 3
2 3 3 1 1 2

1 2 3

B C C A A Bx x x x x x
x A x B x C
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     1 1 13 3 3
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  

     2 2 23 3 3
1 2 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

      
   

  
 

     3 3 33 3 3
1 2 3 3

1 2 3

1 1 1u u u
A x B x C x

  


    
   

  
. 

Компромиссный набор стратегий в позиции  ,t x  определяет 
управляющие параметры игроков            1 2 3, , , , ,komp komp kompu t x u t x u t x  
как любое решение системы неравенств 

            
 

2 2 2 3 3 3
1 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 2 3 1

, , , , , , , , , 0,

, , , .

t x x x u u u u u u

если t x x x S







 

 



, 

            
 

1 1 1 3 3 3
2 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 2

, , , , , , , , , 0,

, , , .

t x x x u u u u u u

если t x x x S







 

 



, 

            
 

1 1 1 2 2 2
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 3

, , , , , , , , , 0,

, , , .

t x x x u u u u u u

если t x x x S







 

 



, 

                  
 

1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 2 3 1

, , , , , , , , , , , , 0,

, , , .

t x x x u u u u u u u u u

если t x x x S







 

 



, 

                  
 

1 1 1 2 2 2 3 3 3
2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 2

, , , , , , , , , , , , 0,

, , , .

t x x x u u u u u u u u u

если t x x x S







 

 



 

                  
 

1 1 1 2 2 2 3 3 3
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 3

, , , , , , , , , , , , 0,

, , , .

t x x x u u u u u u u u u

если t x x x S







 

 




 

Пусть начальное положение  0 10 20 30, , ,t x x x  удовлетворя-
ет системе неравенств 
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 1 10 20 300, , ,x x x    

        2 2 21 1 1
10 1 20 2 30 3 1 1x m x m x m T S         , 

 2 10 20 300, , ,x x x    

        2 2 22 2 2
10 1 20 2 30 3 2 2x m x m x m T S         , 

 3 10 20 300, , ,x x x    

        2 2 23 3 3
10 1 20 2 30 3 3 3x m x m x m T S         , 

 1 10 20 300, , ,x x x    

        2 2 21 1 1
10 1 20 2 30 3 1 1x m x m x m T S         ,  (4) 

 2 10 20 300, , ,x x x    

        2 2 22 2 2
10 1 20 2 30 3 2 2x m x m x m T S         . 

 3 10 20 300, , ,x x x    

        2 2 23 3 3
10 1 20 2 30 3 3 3x m x m x m T S          

Тогда в силу теоремы 1 набор стратегий 
           1 2 3, ,komp komp kompu u u    будет компромиссным относи-

тельно оценок 1 2 3 1 2 3, , , , ,S S S S S S  
   . Проиллюстрируем послед-

нее утверждение для случая, когда 3, 2, 1, 1,A B C T     
     1 1 1
1 2 31, 0, 0,m m m        2 2 2

1 2 30, 1, 0,m m m  
     3 3 3
1 2 30, 0, 1,m m m    

1 2 3 1 2 30.6, 0.6, 0.6, 1.0, 1.0, 1.0S S S S S S  
        , 

1 2 3 1 2 3
1 1 1 3 3 3, , , , ,
4 4 4 4 4 4

           . 

Длина временного полуинтервала при построении ломаных 
Эйлера принимается равной 0.001  . Непосредственно проверяет-
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ся, что точка    0 10 20 30, , , 0,0,0,0t x x x   удовлетворяет неравенст-

вам (4). Для начальной позиции    0 10 20 30, , , 0,0,0,0t x x x   рас-
смотрим последовательно следующие ситуации 
 А) среди игроков нет уклонистов; 
 Б) первый игрок уклоняется от компромиссного набора, 
прицеливаясь на свое целевое множество; 
 В) второй игрок уклоняется от компромиссного набора, 
прицеливаясь на свое целевое множество;  
 Г) третий игрок уклоняется от компромиссного набора, 
прицеливаясь на свое целевое множество. 
 Управление уклониста выбираем в виде 

   
  

 

 

 

1 1

1 2 3 2 23 2

3 3
1

1, , ,

i

i i

i i
j j

j

m x

u t x x x m x
m x m x



 
 

  
    

. 

Результаты расчетов приведены в таблице. Данные таблицы 
подтверждают факт принадлежности значения платы i го игрока 
промежутку , , 1, 2,3i iS S i

     для компромиссного набора страте-
гий. При этом уклонение игрока от этого набора не привело к дос-
тижению игроком-уклонистом величины платы меньшей, чем его 
нижняя компромиссная оценка. На рис. 1–4 приведены траектории 
движения управляемой точки в ситуациях А) – Г) соответственно; 
малые и большие сферы представляют собой iS   и iS   окрестности 
целевого множества iM  соответственно, 1, 2,3i  . 

  Нижняя  
компромиссная 

оценка 

Величина платы 
для компромис-
сной ситуации 

Величина 
платы при 
уклонении 

Верхняя  
компромиссная 

оценка 
Первый 

игрок 0.6 1.000 0.672 1.0 

Второй 
игрок 0.6 1.000 0.707 1.0 

Третий 
игрок 0.6 1.000 0.681 1.0 
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Рис. 1                                                               Рис. 2 

 

           
Рис. 3                                                           Рис. 4 
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