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Стационарные ДВИЖЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ОСЦИЛЛЯТОРОВ В ПОТЕНЦИАЛЬНОМ ПОЛЕ(
Приводятся свойства стационарных движений системы осцилляторов, обладающей квадратичной нелинейностью. Движения системы происходят в центральном потенциальном силовом поле под воздействием заданного присоединённого формально потенциального силового фактора. Определены виды стационарных движений, дано их геометрическое истолкование, а также приведены условия устойчивости и области существования устойчивых стационарных движений. 
1. Предварительные положения 
Нелинейная система осцилляторов, движущаяся в потенциальном силовом поле под воздействием присоединённого обобщённого потенциального силового фактора, в ряде задач динамики может быть принята в качестве детерминированной аналоговой модели [1]. В силу этого данная модельная система является осцилляторным аналогом механических объектов. Такой подход позволяет для исследования свойств движения механических объектов применять методы теории нелинейных колебаний, используемые в рамках поставленной ограниченной задачи.

В рассматриваемой задаче описываются динамические свойства стационарных состояний механического объекта, движущегося в потенциальном силовом поле. Основные предпосылки к проблеме моделирования приведены в работе [2]. 
Предполагается, что система осцилляторов с тремя степенями свободы движется в стационарном центральном силовом поле, заданном потенциалом U, под воздействием обобщённого динамического потенциального фактора F. Полагаем, что функции 
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 и определены в некоторой открытой области конфигурационного пространства, не содержащей особых точек. 
Введём независимые канонические координаты системы u, v, w (w − циклическая координата) и безразмерные позиционные параметры 
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 принимающие значения из области возможных. Этим координатам соответствуют безразмерные канонические импульсы pu, pv. В дальнейшем для позиционных функций U, F положим 
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Зададим гамильтониан системы аналитической функцией 
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   (1) 
определённой в открытой области фазового пространства R2n, имеющего структуру симплектического многообразия.
В выражении (1) обозначено 
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[image: image7.wmf]
m ≠ 0, n – заданные конфигурационные параметры, λ = const – маркировочный коэффициент. Здесь W(u) – формально потенциальный фактор влияния со свободным параметром λ.  
2. Постановка задачи
Ставится задача: для системы осцилляторов, состояние которой устанавливается гамильтонианом (1), определить многообразие стационарных движений, их структуру и исследовать устойчивость движений по Раусу–Ляпунову [3, 4].
Данная задача может быть решена как задача нахождения стационарных значений 
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 функции Гамильтона (1). 

3. Многообразие стационарных движений 
Совокупность стационарных состояний системы осцилляторов определяется необходимыми условиями существования локальных экстремумов функции Гамильтона (1) в стационарной точке 
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 (далее нижний индекс 
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 при соответствующих величинах, где это не оговорено, опускается). Составляя данные условия относительно канонических переменных u, v, pu, pv, для значений 
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 (здесь индексы обозначают частные производные от H), в стационарной точке получаем соответственно: 
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В равенстве (2) обозначено:
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)

,

(

cos

)

,

(

)

,

,

(

2

2

r

p

v

u

G

v

s

p

u

P

s

r

m

p

v

u

F

v

v

v

-

-

=


Здесь и всюду далее штрих обозначает дифференцирование по переменной u.

Система уравнений (2)–(5) определяет три независимых регулярных решения, соответствующих трём различным регулярным режимам стационарного движения данной системы. Эти режимы устанавливают следующие виды движений.

Движение первого рода. Этому движению соответствует решение определяющей системы, при котором
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Из первых двух соотношений (6) следуют равенства
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Первое из них определяет критическое значение переменной v в данном режиме, а второе − значение параметра λ. 
Движение второго рода соответствует условиям
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причём условие для функции 
[image: image23.wmf]F

 (6) сохраняется. Здесь критическое значение для v определяется условием (7), а для переменной u – уравнением 
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 имеющим место как для первого, так и для второго режимов стационарного движения системы.
Движение третьего рода имеет место при выполнении условий
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где  
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В этом режиме критическое значение переменной u определяется уравнением (2) с учётом  ограничений (8). При этом в уравнении (2) имеем 
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4. Геометрия стационарного движения системы 

Система осцилляторов с гамильтонианом (1), инвариантным относительно группы  вращений, обладает осью кинетической симметрии. Движение этой оси в конфигурационном инерциальном пространстве определяется каждым из приведённых режимов. В движении, соответствующем каждому режиму, ось симметрии системы описывает линейчатую поверхность в данном пространстве.
При стационарном движении первого рода, для которого выполняются условия (6), описываемая поверхность является однополостным гиперболоидом вращения. Для движения второго рода, определяемом ограничениями (7), данная поверхность является круговым цилиндром, а при движении третьего рода с условиями (8) – круговым конусом с углом раствора, равным     π – 2u. 
Система канонических уравнений с гамильтонианом (1) имеет первый интеграл 
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Этот интеграл существует в силу теоремы Э.Нётер [5], согласно которой функция Гамильтона порождает однопараметрическую группу преобразований, заданную каноническими уравнениями.

Поскольку система осцилляторов обладает структурно-динамической симметрией, то имеет место независимый первый интеграл
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где h1, h2 – постоянные интегрирования. 
Введём параметр c ≠ 0 и координаты 
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 подчинённые условию 
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 а также пространство L параметров 
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 Тогда множество стационарных движений системы может быть представлено в виде совокупности поверхностей в L-пространстве в виде диаграмм С. Смейла [6].  
5. Структура многообразия стационарных движений 

Система уравнений (2)–(5) определяет множество преобразований Лежандра (ПЛ) вида 
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 параметризованное величинами λ, m, n. В силу этого многообразие стационарных движений в новых переменных задаётся следующей порождённой системой: 
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Как и в ряде других задач данного рода [7], многообразие (9) в исходных переменных совпадает с ядром данной системы преобразований. 

Якобиан J принятого ПЛ, равный 
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имеет вид 
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В равенствах (10), (11) обозначено:
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[image: image47.wmf].
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Значения заданных характерных параметров m, n, λ, для которых в силу выражений (12) имеем J ≠ 0, соответствуют группе невырожденных ПЛ. В этом случае ядро данного преобразования регулярное. Это означает, что точке P = 0 соответствует единственная определённая точка s = 0, где P = P (Pj),          s = s (sj) ( j = 1, … , 4), а стационарное движение системы является невырожденным.
Значения данных параметров, при которых J = 0, соответствуют группе  вырожденных ПЛ. В этом случае ядро преобразования не является регулярным и ранг матрицы якобиана (11) меньше четырёх. При этих значениях параметров стационарное движение системы является вырожденным.
Таким образом, движения, содержащиеся в выделенной части полного многообразия, являются стационарными движениями системы. Свойства этого движения могут быть описаны положениями теории гладких отображений [5]. В частности, в данной задаче актуальным является вопрос об устойчивости особенностей ПЛ в нулевой точке при возмущениях в силу вариации функции W (u, λ), входящей в гамильтониан (1). Как показано [7], всякое невырожденное ПЛ аналитически устойчиво.

6. Устойчивость стационарных движений 

Рассматривая стационарное движение как относительное равновесие системы, по теореме Лагранжа–Дирихле для консервативных механических систем [8] в силу выражения (1) для устойчивых положений относительного равновесия в критической точке 
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В соотношении (13) положению 
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 соответствуют два значения 
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 в силу чего условие устойчивости (13) принимает вид 
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Если 
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 то устойчивость относительного равновесия системы определяется условием, построенным на основе производных высших порядков для функции Z .
Устойчивость состояний, соответствующих движениям первого, второго и третьего рода, исследовалась стандартными методами [9]. В частности, устойчивость движения второго и третьего рода рассматривалась как устойчивость по первому приближению. Достаточные условия устойчивости получены из условий критерия Сильвестра  для квадратичной части гамильтониана, содержащего значения канонических переменных в стационарном движении. В результате получены следующие условия устойчивости стационарных режимов движения. 

6.1. Движение первого рода 
В этом движении необходимое условие устойчивости определяется неравенством 
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а достаточное условие – соотношениями
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имеющими место при 
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6.2. Движение второго рода 

Здесь необходимое условие устойчивости имеет место в определённых областях пространства параметров 
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 Одна из этих областей при s = 0 определяется системой условий 

[image: image60.wmf],

0

,

£

-

³

º

k

n

k

V

s

d

W

d

                          (15)

а другая соответствует ограничениям
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где обозначено 
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Достаточное условие устойчивости имеет место в области, определяемой ограничениями
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Область, определяемая условиями (17), вложена в область (15) и трансформирована из неё путём исключения границы. 
6.3. Движение третьего рода 

В этом режиме движения необходимое условие устойчивости имеет место в каждой из двух следующих областей. Одна из них соответствует системе условий 
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а другая устанавливается следующей системой: 
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В условиях (19) величины M1, M2 определяются равенствами (18), а постоянная M равна
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при  – 1< r < 0 и 
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 при  0 < r < 1. 
Область пространства параметров, для которой имеет место достаточное условие устойчивости, соответствует системе ограничений 
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Множество точек, определяемое условиями (20), состоит полностью из внутренних точек области, соответствующей условиям (18). 
Таким образом, стационарные движения, происходящие в выделенных режимах, устойчивы в данных областях пространства параметров.

Заключение 

Представленная осцилляторная динамическая модель при-менима к ряду задач динамики твёрдого тела. В частности, она может аппроксимировать движение твёрдого тела в центральном гравитационном поле и в поле сил светового давления  (СД-поле), а также в суперпозиции этих полей. В этом случае твёрдое тело должно иметь ось кинетической симметрии, а СД-поле должно быть потенциальным. Последнее обусловливается принятой моделью термомеханического взаимодействия светового потока с твёрдой поверхностью тела, а также степенью приближения выражения для результирующего момента сил СД-поля [10], действующего на тело.
Характерна структура гамильтониана (1). В этом выражении выделим аддитивную часть 


[image: image71.wmf],

2

cos

sin

)

,

,

(

2

2

2

0

u

n

u

p

p

p

p

u

H

v

u

v

u

+

+

=

              (21)

которую назовём ядром гамильтониана. 

Это ядро является гамильтонианом сферического маятника, движущегося в однородном гравитационном поле [11], а при 
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 – гамильтонианом математического маятника [12, 13]. В силу этого движение системы, определяемое гамильтонианом (1), можно трактовать как суперпозицию маятникового движения, соответствующего ядру (21), и некоторого присоединённого к нему движения, определяемого функцией H1  такой, что для данной системы

[image: image73.wmf].

)

,

,

,

(

)

,

,

(

1

0

v

u

v

u

p

p

v

u

H

p

p

u

H

H

+

=

               (22)
Пусть присоединённое движение системы в определённом смысле "близко" к основному, определяемому ядром H0, и, совершаясь в некоторой окрестности основного движения, "мало" отличается от него. Тогда вместо функции H (1) введём видоизменённый гамильтониан, производя в ней преобразование путём замены 
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 где задан-ный малый параметр 
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 В этом случае вид функции H0 не изменится, а в равенстве (22) с точностью порядка не выше 
[image: image76.wmf])

(

2

e

O

 имеем 
[image: image77.wmf],

1

1

*

=

H

H

e
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Здесь G1, W1 – трансформированные функции G, W, соответственно, полученные в результате введённого преобразования. 

Такой подход позволяет разделить движение системы на невозмущённое, соответствующее ядру H0, и возмущённое с параметром ε, имеющее место в окрестности невозмущённого движения. При этом выделенное возмущённое движение системы рассматривается как малое отклонение её движения от маятникового. 

Таким образом, данную задачу при заданных условиях можно рассматривать как задачу о возмущениях в гамильтоновой системе.

Задача об исследовании возмущений в гамильтоновой системе рассматривается обычно в переменных действие I − угол φ; при этом гамильтониан системы задаётся с точностью порядка не выше 
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Здесь H − аналитическая функция, определённая в открытой области D фазового пространства, рассматриваемого как конечномерное дифференцируемое многообразие. Эта задача является основной задачей динамики (по А.Пуанкаре [14; 5, c. 367]) и сводится к исследованию фазовых траекторий канонической по I, φ системы уравнений. 
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