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ЭВОЛЮЦИЯ ДВИЖЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ОСЦИЛЛЯТОРОВ

Рассматривается движение системы трёх осцилляторов с квадратичной нелинейностью, находящейся под воздействием нестационарного результирующего внешнего силового фактора. Для режимов движения системы, соответствующих заданным значениям ее структурно-динамических параметров, получены частные решения неавтономной приводимой системы уравнений движения. 

Введение  
Система трех осцилляторов с квадратичной нелинейностью может быть принята в качестве динамической модели ряда механических объектов. Эта модель отражает характерные свойства качественно однотипных эволюционных процессов, происходящих в детерминированных динамических системах с сосредоточенными параметрами. При этом объекты или процессы, соответствующие данной модели, могут иметь различную природу [1]. 

Под эволюцией движения системы осцилляторов здесь понимается течение процесса изменения состояния каждого ее осциллятора в функции времени. 

В работе "Нелинейный осцилляторный аналог динамики твердого тела" [2] движению твердого тела вокруг неподвижного полюса для случая Эйлера–Пуансо сопоставлено колебание системы трех нелинейных осцилляторов, находящихся на голономных стационарных удерживающих связях. Авторы этой работы предлагают динамическую аналогию между указанным движением твердого тела и одномерными колебаниями осцилляторов системы с квадратичной нелинейностью. 

В настоящей статье рассмотрена интегрируемая задача о колебаниях неавтономной системы осцилляторов с тремя степенями свободы, имеющей квадратичную нелинейность, и приведены некоторые ее частные решения в квадратурах. 

1. Основная динамическая система

Рассмотрим систему трех осцилляторов с квадратичной нелинейностью, находящуюся под воздействием нестационарного внешнего результирующего силового фактора F(t). Сопоставим движению данной системы движение фазовой точки в евклидовом пространстве R3 и пусть 
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 – фазовый вектор-столбец, характеризующий состояние системы; t – натуральное время. 

Состояние системы осцилляторов зададим динамической системой (ДС)
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Здесь 
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 – временной интервал, B(t) = [bij (t)] (i, j = 1, 2, 3) – невырожденная матрица над коммутативным полем с элементами 
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 – заданные функции класса 
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 характеризующие взаимодействие осцилляторов; 
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Величина λ = const > 0 − заданный параметр формально диссипативного внешнего фактора; 
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 − заданные постоянные, являющиеся характерными структурно-динами-ческими параметрами системы, такие, что 
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Выражения (2) отражают квадратичную нелинейность ДС (1). При этом фазовое пространство с координатами xj здесь понимается в смысле, определенном в [3], как конечномерное дифференцируемое многообразие.

Введем векторы 
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 и постоянные векторы 
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 Зададим зависимости
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отражающие асимптотические при t → +∞ затухания процессов взаимодействия. Применяя преобразования В.Мак-Миллана [4]
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приведем ДС (1) в силу соотношений (3), (4) к виду
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где 
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 − матрица линейной части системы c элементами 
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а штрих здесь и всюду далее обозначает дифференцирование по переменной τ. 
Динамическая система (5) является многопараметрической системой с заданными независимыми параметрами aj, nj, mj  (j = 1, 2, 3). Эта система является обобщенным аналогом динамической системы Мэнли-Роу для класса механических систем, моделируемых совокупностью взаимодействующих осцилляторов с квадратичной нелинейностью [1]. Вместе с тем, ДС (5) можно рассматривать как усеченный вариант однотипной динамической системы, приведенной в работе [5]. 
В дальнейшем ставится вопрос об интегрировании ДС (5) в квадратурах. Эта система не является вполне интегрируемой при произвольных значениях ее параметров в общем случае (при этом исключаются очевидно существующие стационарные решения вида uj = const). В силу этого далее задача интегрирования данной системы рассматривается как ограниченная задача при условиях, наложенных на некоторые из параметров aj, nj, mj (j = 1, 2, 3). При этом стационарные состояния системы не рассматриваются.
В соответствии с поставленной задачей рассматриваются следующие виды движения ДС (5). 
2. Движение первого рода

Положим   
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и при u3 ≠ 0 для 
[image: image20.wmf]T

Î

t

 введем переменную
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Согласно соотношениям (6), (7) ДС (5) приводится к виду
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Обозначим      
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Из ДС (8) следует 
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Здесь H > 0 − постоянная интегрирования; вторая постоянная входит аддитивно в величину w. 
Положим
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и введем новую переменную
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В силу соотношений (10)−(12) уравнение (9) приводится к виду
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Уравнение (13) имеет первый интеграл 
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где
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− позиционная функция, играющая роль некоторого квазипотенциала; α − постоянная интегрирования. 
В силу соотношений (7), (12), (14) получаем 
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Система соотношений (10), (16) представляет  параметрические уравнения фазовых траекторий вектора u в пространстве переменных uj (j = 1, 2, 3) − u-пространстве для данного движения. Замыкающим соотношением, порождающим путем обращения зависимость вида w(τ), с точностью до аддитивной постоянной является равенство
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Знак в равенстве (17) выбирается из условия τ > 0. 
Выражение (15) можно рассматривать как одномерный потенциал некоторого силового поля. Тогда равенство (13) можно истолковать как уравнение прямолинейного (по оси с координатой w) движения материальной точки единичной массы в пространстве (w, u), в которое вложено консервативное силовое поле с потенциалом (15) [6]. 
3. Движение второго рода

Примем условия
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и выделим из ДС (5) при условиях (18) подсистему уравнений 
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где индексы (r+1, r+2) ≤ 3. Вводя при u2 ≠ 0 переменную 
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приведем данную систему к виду 
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где 
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Из ДС (20) следуют два решения 
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где 
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Здесь H ≠ 0 – постоянная интегрирования. Вторая постоянная интегрирования содержится аддитивно в величине x. 
Соотношения (21) представляют общее решение ДС (20). Наряду с ним ищем частное решение данной системы в виде 
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где 
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 – постоянные, подлежащие определению в силу уравнений данной системы. В результате получаем 
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Частное решение (22) не содержится в общем решении (21) и определяет состояние системы осцилляторов, отличное от состояния, соответствующего решению (21). Следовательно, движение данного рода существует в двух различных режимах, определенных в пространстве переменных (u1, u3, x).
В проекции на плоскость переменных u1, u3 траекториями ДС (20), согласно решениям (21), являются множество гипербол 
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а также множество сопряженных им гипербол. Решению (22) соответствует множество прямых



[image: image44.wmf]0

3

0

3

1

4

1

=

+

+

+

a

h

u

a

h

u

,
(24)

являющихся асимптотами гипербол (23). При этом знак характерной постоянной H определяет направление движения фазовой точки. 
Введем новую переменную
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и приведем уравнение ДС (5), содержащее m2, в силу условий (18) и соотношений (19), (21) к виду 
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где обозначено 
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В уравнении (26) и всюду далее выбраны первые величины совокупностей 
[image: image50.wmf]).
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Построив первый интеграл уравнения (26), в силу соотношений (11), (19) получаем
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где
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Здесь α1 – постоянная интегрирования. 

Зависимость вида x(τ) может быть найдена путем обращения соотношения
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полученного в силу соотношений (25), (26). Знак в равенстве (28) выбирается из условия τ > 0. 

Решению (22) соответствует уравнение ДС (5) в виде 
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где 
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а параметр λ определяется равенством (25). 

Построив первый интеграл уравнения (29), аналогично предыдущему получаем
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где
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α2 – постоянная интегрирования. Зависимость вида x(τ) определяется обращением соотношения 
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где знак выбирается из условия τ > 0. 

Группы зависимостей (21), (27) и, соответственно, (22), (30) определяют состояния системы осцилляторов в u-пространстве для движения данного рода, а соотношения связи (28), (31) являются замыкающими для установления зависимостей вида                   
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4. Движение третьего рода
Рассмотрим случай движения системы осцилляторов, при котором выполняются условия 
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Это движение имеет место в каждом из следующих вариантов.

Вариант 1. Присоединим к условиям (32) ограничения (6). Тогда, полагая при u3 ≠ 0
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из ДС (5) получаем 
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где 
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 Отсюда зависимость вида y (τ) с учетом принятых условий определяется уравнением
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где обозначено 
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Построив первый интеграл уравнения (35), в силу соотношения (33) получаем 
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α3 – постоянная интегрирования. 

Соотношения (34), (36) определяют состояние системы в u-пространстве в функции переменной y. Замыкающим соотношением, определяющим зависимости вида 
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 является равенство
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Знак в равенстве (37) выбирается из условия τ > 0. В случае обратимости этого соотношения может быть получена явная зависимость вида 
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Вариант 2. Присоединим к условию (32) ограничения
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и пусть u1 (τ) ≠ 0 для 
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 Введя переменную 
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из ДС (5) в силу соотношений (38), (39) получаем 
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Из ДС (40) следует 
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(41)

где обозначено 
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 – постоянные интегрирования.

Из первого уравнения ДС (40) имеем 
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где                                   
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Найдя первый интеграл уравнения (42), в силу соотношения связи (39) получаем 
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где                
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β1 – постоянная интегрирования. Аналогичным образом из равенств (39), (43) находим замыкающее соотношение
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Знак в равенстве (44) выбирается очевидным образом. При обратимости соотношения (44) могут быть получены явные зависимости вида 
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 в силу равенств (41), (43). 
5. Геометрия движения системы 
в фазовом пространстве 

Свойства движения фазовой точки в u-пространстве для каждого отдельного случая движения системы определяются структурой характерной функции задачи. Такими функциями являются: величина U (15); V – в равенствах (27), (28); W – в соотношениях (30), (31); 
[image: image87.wmf]F

 – в формулах (36), (37); Q – в зависимостях (43), (44). Эти величины играют роль некоторых одномерных потенциалов; они являются позиционными функциями "приведенных" переменных типа (7), (19), (33), (39), соответственно. Исследование этих функций является стандартной процедурой и выполняется известным образом [7]. В результате определяется характер структуры фазовых траекторий и их особенности. 
При движении первого рода в силу соотношений (10) фазовые траектории в u-пространстве находятся на эллиптическом цилиндре 
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В этом случае фазовую плоскость (u1, u2) можно рассматривать как развертку данного цилиндра в u-пространстве. В силу этого квазикоординаты u1, u2 для 
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 являются ограниченными величинами. 
Для движения второго рода, согласно соотношениям (21), фазовые траектории расположены на гиперболическом цилиндре (23), а для решения (22) − на плоскости (24), асимптотической для данного цилиндра. 

При первом варианте движения третьего рода, в силу равенств (34), фазовая точка в u-пространстве движется по круговому цилиндру 
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Характер движения этой точки соответствует уравнению движения маятника (35), находящегося под воздействием постоянного силового момента. 

Во втором варианте данного случая движения фазовая точка движется по параболическому цилиндру
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где 
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Заключение 

Неавтономная ДС (1) в силу заданных зависимостей параметров (3) и преобразований В.Мак-Миллана (4) приводима к автономной форме (5). Автономные динамические системы такого рода характерны для ряда объектов механики и физики, в частности, для детерминированных упорядоченных структур типа решетки. 

При интегрировании этой системы используется ее характерная особенность, состоящая в следующем. Путем вводимых ограничений задается такая конфигурация ненулевых параметров системы, при которой две различные компоненты внешнего силового фактора и одна компонента матрицы линейной подсистемы A равны нулю. При этом номера всех этих компонент должны быть различными. 

Данная особенность позволяет произвести "точную" линеаризацию двух уравнений, содержащихся в ДС (5), и применить преобразование Р. Граммеля [8] в формах (7), (19), (33), (39). Последнее обстоятельство является определяющим для нахождения решений исходной системы уравнений в каждом из рассмотренных режимов движения. Квадратуры (17), (28), (31), (37), (44) выражаются через эллиптические интегралы [9].
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