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Электропроводная шайба 
между обкладками плоского 
электрического конденсатора
Аналитически и численно методом сеток решена задача о взаимодействии заряженного проводника в форме цилиндра (шайбы) в поле плоского электрического конденсатора. Величина заряда на проводнике находилась из решения задачи Дирихле для потенциала электрического поля при касании проводника одной из пластин конденсатора. Показано, что сила кулоновского взаимодействия существенно зависит от расстояния цилиндра (шайбы) до пластин конденсатора. Метод сеток был применен для случая радиуса шайбы, сравнимого с расстоянием между обкладками конденсатора, а при поиске аналитического решения предполагалось, что радиус шайбы значительно превосходит расстояние между обкладками конденсатора. Сравнение результатов двух подходов показало, что аналитическое решение можно использовать лишь при радиусах, вдвое больших расстояния между обкладками конденсатора. 

Введение. При перемещении заряженного проводника во внешнем электрическом поле происходит перераспределение заряда на поверхности проводника. Это перераспределение заряда меняет в свою очередь и силу, действующую на проводник. Изменение силы при этом может оказаться весьма существенным. Приведем пример для случая взаимодействия двух заряженных шаров. Известно, что по закону Кулона сила взаимодействия двух заряженных шаров пропорциональна произведению зарядов и обратно пропорциональна квадрату расстояния между центрами шаров. В действительности это справедливо лишь при расстояниях, значительно превышающих радиусы шаров. В работах [1–3] показано, что при сближении шаров отклонение от закона Кулона весьма существенно. В работе [4] методом фиктивных канонических областей (ФКО) были исследованы эффекты перераспределения  заряда на шаре при его перемещении в поле электрического конденсатора. Решение этой задачи важно для построения правильной модели, описывающей движение проводящих частиц в поле электрического конденсатора. В данной работе продолжено исследование эффектов перераспределения зарядов на проводнике, находящемся между обкладками плоского электрического конденсатора. Соответствующая задача Дирихле (определения потенциала электрического поля) решалась методом сеток для проводника в форме круглой шайбы. Предварительные результаты этой задачи, полученные на грубой пространственной сетке, содержатся и в работе [4]. Для счета методом сеток используется программа, написанная для  версии языка Паскаль АВС и позволяющая  использовать массивы большого размера. 

Общая постановка задачи. В пространстве между обкладками плоского конденсатора с расстоянием между пластинами, равным H, расположена круглая шайба толщиной (высотой) D и радиуса A. Торцы шайбы параллельны плоскостям конденсатора. На нижней пластине конденсатора задан потенциал, равный нулю, а на верхней потенциал равен 
[image: image1.wmf]0

U

. Во всех случаях предполагается осесимметричность решения. Поиск аналитического решения выполнялся для шайбы бесконечного радиуса. При использовании метода сеток конечный радиус шайбы являлся параметром задачи.  
Использованы основные положения электростатики [5]. Согласно этим положениям свободные заряды на проводящих телах располагаются только на его поверхности. Поверхностная плотность заряда на проводнике пропорциональна нормальной составляющей индукции электрического поля:
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Связь вектора индукции поля с напряженностью поля дается соотношением
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в котором 
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 – диэлектрическая постоянная среды, 
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. Предполагается, что диэлектрическая постоянная  
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 не зависит от координат. Напряженность электрического поля связана с потенциалом поля соотношением
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С учетом сказанного полный заряд на электропроводящем проводнике  вычисляется по формуле

[image: image9.wmf]ò

ò

ò

¶

¶

-

=

=

=

.

0

0

dS

n

dS

E

dS

D

Q

n

n

j

ee

ee


Постановка задачи позволяет решать задачу в безразмерных переменных, полагая, что расстояние между обкладками конденсатора  H=1, потенциал на верхней обкладке конденсатора  
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. Для перехода к размерным значениям заряда требуется безразмерное значение заряда 
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умножить на коэффициент 
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 Для перехода к размерным значениям силы требуется безразмерное значение силы умножить на 
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1. Аналитика. Рассмотрим шайбу толщиной d c радиусом 
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 (размеры указаны в единицах расстояния между обкладками конденсатора). Для определенности полагаем, что нижняя плоскость конденсатора поддерживается при потенциале равном нулю, а верхняя – при потенциале равном 1. Плоскость шайбы параллельна пластинам конденсатора. Нижняя плоскость шайбы находится на расстоянии z0 от нижней пластины конденсатора. При касании нижней плоскости шайбы на  верхней поверхности шайбы появляется поверхностная плотность отрицательного заряда, пропорциональная нормальной компоненте  вектора напряженности:
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Формула (1.1) справедлива лишь для центральной части круглой шайбы. При больших значениях радиуса шайбы 
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 эту формулу будем считать справедливой для всей поверхности шайбы. Эффекты на краю шайбы будут обсуждаться на задаче, решаемой методом сеток.
При отходе шайбы от нижней пластины на расстояние 
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 в нижней части области (под шайбой) потенциал приближенно меняется по линейному закону, а значение напряженности постоянно:
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]                         (1.2)

Здесь 
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 – потенциал электропроводной шайбы, подлежащий определению. Нижнюю часть области будем отмечать индексом 1, а верхнюю часть (над шайбой) – индексом 2. В верхней части области  (z > z0+d) потенциал также приближенно меняется по линейному закону от 
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, что также приводит к постоянному значению напряженности поля 
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По законам электростатики на нижней поверхности шайбы формируется поверхностная плотность заряда, определяемая через нормальную компоненту напряженности поля 
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а на верхней поверхности шайбы поверхностная плотность заряда равна
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Потенциал на шайбе 
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 определяется из условия сохранения заряда, приобретенного при касании шайбой нижней пластины. Это условие требует, чтобы 
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Введение 
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 ("свободное" расстояние между пластинами) упрощает многие формулы. Условие (1.6) однозначно определяет значение потенциала на электропроводной шайбе:
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Пример распределения потенциала во всей области для значений 
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 приведен на рис. 1 (вариант соответствует расположению середины сравнительно толстой шайбы в центре слоя). Штриховая линия отмечает линейное ("невозмущенное") распределение потенциала без шайбы 
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. Значение потенциала на шайбе для выбранных параметров 
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. Модуль напряженности под шайбой 
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 уменьшен по сравнению со случаем без шайбы, а модуль напряженности  над шайбой 
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 увеличен по сравнению с невозмущенным значением, равным единице. 
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Рис. 1. Зависимость потенциала от вертикальной координаты при 
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Подстановка (1.7) в формулы (1.4), (1.5) дает окончательные выражения для поверхностных плотностей заряда:
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При увеличении расстояния от дна шайбы до нижней пластины поверхностная плотность заряда на нижней поверхности шайбы 
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 линейно увеличивается от нуля до 
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, а модуль поверхностной плотности заряда на верхней поверхности шайбы 
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. Используя значение потенциала на шайбе (1.7), легко вычислить максимум абсолютного значения напряженности поля над шайбой, достигаемый при 
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 происходит перезарядка шайбы):
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Видно, что в случае толстых шайб увеличение напряженности при подходе к противоположной пластине может быть очень большим.

Перейдем к рассмотрению плотностей сил 
[image: image58.wmf]2

1

2

1

,

,

f

f

f

f

f

+

=

, отнесенных к единице поверхности (полная сила, действующая на шайбу с радиусом 
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 равна 
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Отрицательная плотность заряда на верхней поверхности шайбы дает значение силы, направленной вверх:
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Суммарная плотность силы равна 
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Величина 
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 до касания шайбой верхней пластины, когда 
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В силу определения при 
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монотонно растет и достигает максимума при приближении к верхней пластине. Например, при 
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Рассмотренные выше аналитические решения соответствовали случаям, когда шайба имела заряд, приобретенный при касании пластины конденсатора. Интересен и вариант, когда в пространстве между обкладками конденсатора размещается шайба без заряда. Особенности этого случая таковы: потенциал на шайбе равен 
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); напряженность поля одинакова под шайбой и над шайбой и равна 
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; суммарная сила, действующая на шайбу, равна нулю (в случае неоднородного электрического поля это не так).
2. Шайба с конечным радиусом (метод сеток). Аналитические выкладки, выполненные в предыдущем разделе, соответствовали бесконечно большому радиусу (
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В задаче требуется решить уравнение Лапласа, записанное в цилиндрических координатах:
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Перейдем к описанию граничных условий для потенциала. На нижней границе области 
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На границе 
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 задано невозмущенное значение потенциала 
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В случае шайбы, соприкасающейся с нижней пластиной, потенциал  на всей поверхности электропроводной шайбы  полагается равным нулю:
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В случае 
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 (шайба внутри слоя конденсатора) потенциал на поверхности шайбы также задается постоянным и равным
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В этом случае значение потенциала на поверхности шайбы 
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определяется из условия сохранения  заряда, приобретенного при касании нижней пластины. Для нахождения такого потенциала необходимо решить три вспомогательные задачи (см. ниже) Дирихле для потенциала.  

Перейдем к описанию метода сеток. Форма шайбы позволяет для расчетов использовать в цилиндрических координатах квадратную сетку:
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Параметрами задачи являются: 
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расстояние от дна шайбы до нижней пластины конденсатора. Параметрами метода являются: 
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 шаг пространственной сетки и вертикальная граница области   
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Значение границы области в расчетах было бóльшим или равным 
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 Проверочные расчеты с увеличением границы расчетной области до 
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 дали уменьшение интегральных характеристик решения (зарядов и сил) в пределах (0.4-0.8)%. 

Шаг пространственной сетки изменялся от 0.05 для грубых расчетов до 0.005 для основных (проверочные вычисления выполнялись для вдвое меньшего шага). Кроме целочисленных значений индексов, указанных при описании сетки (2.6), использовались еще целочисленные значения: 
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Разностная аппроксимация уравнения Лапласа (2.1) в обозначениях А.А. Самарского [6] имела вид
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Приведение (2.7) к виду удобному для использования итерационного метода давало формулы
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применяемые для внутренних узлов области. Для узлов на оси области для итерирования использовались формулы
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Формула (2.9) получается при раскрытии неопределенности типа ноль на ноль предела 
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По методу Зейделя, примененного к формулам (2.8), (2.9), определялись предварительные значения 
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Параметр верхней релаксации определялся по формуле  [7]
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Начальное состояние в области за пределами шайбы соответствовало невозмущенному значению потенциала 
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. Итерации прекращались при первом выполнении неравенства (максимум определялся по всем внутренним узлам области)
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Число итераций, обеспечивающих выполнение этого неравенства, обычно не превосходит отношения 
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, например, до выполнения неравенства (2.12) требовалось около 450 итераций (число итераций зависит также от толщины шайбы и ее положения). 
Перейдем к обсуждению результатов расчета для шайбы толщиной 
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. Вначале обсудим результаты для шайбы, лежащей на нижней пластине конденсатора. В этом случае на поверхности шайбы потенциал совпадает с потенциалом нижней пластины, равным нулю. Из решения этой задачи Дирихле можно определить величину заряда 
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По законам электростатики [5] на поверхности проводника плотность заряда определяется нормальной компонентой напряженности поля:

[image: image143.wmf].

0

0

n

E

n

¶

¶

-

=

=

j

ee

ee

s

                         (2.13)
В выбранных единицах для определения плотности заряда в узлах сетки использовались следующие формулы (при 
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Первая формула в (2.14) позволяет вычислить плотность заряда на верхней поверхности шайбы 
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[image: image149.wmf]a

r

=

.
Значения потенциала в узлах пространственной сетки позволяли вычислить  интегральные характеристики решения: Q – величину заряда на шайбе и F – вертикальную компоненту силы. Полная величина заряда Q состоит из трех слагаемых: QН – заряда на дне шайбы (в случае шайбы, лежащей на нижней пластине, эта величина равна нулю), QВ – заряда на верхней поверхности шайбы и QБ – заряда на боковой поверхности. Вычисление зарядов и сил выполнялось по формуле трапеций с погрешностью аппроксимации первых производных О(h).

Согласно аналитике поверхностная плотность заряда на верхней поверхности шайбы постоянна и равна 
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. В разностном решении плотность заряда также отрицательна, но не постоянна. Модуль поверхностной плотности монотонно увеличивается при удалении от центра шайбы. Минимум модуля плотности заряда, достигаемый в центре, выше аналитического значения примерно на 7.2% (на сетке с 
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. Как и следовало ожидать, максимальное значение модуля плотности заряда достигается на краю шайбы (при этом отношение к модулю аналитического значения достигает 
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Второе отличие от аналитики касается плотности заряда на боковой поверхности. В аналитике за счет большого радиуса шайбы вклад заряда на боковой поверхности шайбы не учитывался, так как отношение боковой поверхности к верхней поверхности круглой шайбы, равное 
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Изолинии потенциала для параметров 
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 EMBED Equation.3  [image: image157.wmf]0
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 изображены на рис. 2. Как видно, заметное искривление изолиний наблюдается лишь вблизи шайбы.
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Рис. 2. Изолинии потенциала в случае 
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Перейдем к обсуждению интегральных характеристик разностного решения при z0=0. При радиусе шайбы 
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, d =0.1 расчет дал следующие значения зарядов: Qв= –1.089, Qб= –0.217, Q= –1.306. Приведенные значения получены путем обработки четырех результатов при изменении шага h в интервале от 0.005 до 0.0125  методом наименьших квадратов в предположении погрешности, пропорциональной квадрату шага сетки. Доля заряда на боковой поверхности шайбы составляет значительную часть (16.6%). 
Величину заряда на верхней поверхности шайбы QВ логично сравнивать с аналитическим значением, вычисляемым по формуле 
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 Как видно, решение для шайбы конечных размеров (
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) дает увеличение заряда почти на 25%. Увеличение радиуса шайбы вдвое уменьшает обсуждаемое относительное увеличение заряда более чем вдвое  (
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 увеличивает обсуждаемое относительное увеличение заряда до 45.5%. При малом радиусе a=d/2=0.05 отношение 
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 равно 2.62.
Величина подъемной силы заряженной шайбы оказалась в 1.61 раза больше аналитического предсказания, равного 
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 EMBED Equation.3  [image: image172.wmf]увеличивает обсуждаемое отношение до 2.21. Как видно, для подъемной силы отклонение от аналитического решения выше, чем для заряда. Это неудивительно, так как и в аналитическом решении 
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Отклонения от аналитического решения при 
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 были проанализированы для трех разрезов: 1) – перебор радиусов шайбы при фиксированной толщине (высоте) шайбы 
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; 2) – перебор высоты шайбы при фиксированном радиусе шайбы 
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 (в этом случае высота шайбы равна ее диаметру). Эти результаты представлены в трех таблицах.
Таблица 1 (
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Из результатов, представленных в табл. 1, видно, что по двум наиболее важным интегральным характеристикам (заряду на верхней границе шайбы и величине силы) значения становятся близкими к аналитическим лишь при радиусе шайбы более 2. 
Таблица 2 (
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	2.455
	2.723
	2.818

	
[image: image188.wmf]F

F

/


	4.026
	6.365
	7.876
	8.464


Результаты табл. 2 показывают, что отклонение от аналитики увеличивается при увеличении высоты шайбы, но фиксированном радиусе.
Таблица 3 (
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Результаты, представленные в табл. 3, соответствуют шайбам, диаметр которых равняется их толщине (
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). Отличие от аналитики в этом случае значительно, но с ростом радиуса оно убывает.
Приведем пример использования полученных результатов в размерной форме. Выясним критическое  значение разности потенциалов 
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 – размерные значения радиуса и толщины шайбы). Выберем в табл. 1 значение отношения безразмерных сил 4.026 для случая 
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Размерное значение подъемной силы для этого случая будет равно 
[image: image199.wmf]2

0

2

2

2

)

/

(

)

1

/(

026

.

4

H

U

H

d

a

F

K

ee

p

×

-

=

. 
Из равенства 
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, получим без учета малой для воздуха архимедовой силы критическое значение разности потенциалов 
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. В случае шайбы счет дал увеличение подъемной силы в 1.57, 1.74 и 1.92 раза соответственно. Как видно, более высокая шайба при одинаковом объеме дает большее значение силы. 
Перейдем к обсуждению результатов для шайбы, удаляющейся от нижней поверхности (z0 >0). Для получения решения в этих случаях необходимо определить значение потенциала на шайбе 
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, обеспечивающее равенство заряда Q=Q0 (здесь Q0 – величина заряда, полученная при z0=0 и Vs=0). 
Результаты расчетов представлены в табл. 4 для зафиксированных значений толщины шайбы и ее радиуса (
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На рис. 3 представлены изолинии потенциала для параметров 
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. Значение потенциала на шайбе для этого случая равно 0.2826. На рисунке видна свободная зона для расположения шайбы между изолиниями 0.2 и 03. 
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Рис. 3. Изолинии потенциала при 
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Таблица 4 (
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Обсудим результаты, представленные в табл. 4. Во втором столбце таблицы указано значение потенциала на шайбе, обеспечивающее равенство полного заряда на шайбе тому заряду, который был приобретен при касании шайбой нижней поверхности. Потенциал на шайбе монотонно увеличивается при удалении от нижней пластины, как и предсказано аналитическим решением. До значений 
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. Указанные границы смены неравенств, естественно, зависят от параметров шайбы. 
В третьем столбце указано отношение заряда на верхней поверхности к заряду 
[image: image240.wmf]0

Q

=
[image: image241.wmf])

1

/(

2

d

a

-

p

. Заряд 
[image: image242.wmf]0

Q

 соответствует предсказанию аналитики. Как видно, это отношение с ростом 
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 монотонно увеличивается за счет перераспределения заряда при смене его положения относительно пластин конденсатора. 
В четвертом столбце указано отношение подъемной силы к подъемной силе 
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 соответствует силе, предсказанной аналитикой при 
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. Как видно, отношение сил монотонно увеличивается. При 
[image: image247.wmf]85

.

0

0

=

z

, например, сила притяжения к верхней пластине увеличивается примерно в 2.75 раза (эта величина вычислена как отношение 4.432/1.613). 
В пятом столбце показано безразмерное значение напряженности в верхнем зазоре между шайбой и верхней пластиной, вычисленное по формуле  
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монотонно растет и при 
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 превышает невозмущенное значение в 2.86 раза (согласно аналитике превышение равно 2.22). Это увеличение напряженности может приводить к электрическому пробою при приближении шайбы к электродам. Электрический пробой был раньше замечен в экспериментах автора (курсовая работа 1957-1958 учебного года) при нахождении зависимости периода колебаний маятника, колеблющегося между вертикальными пластинами конденсатора.   

Коснемся вопросов погрешности вычисления интегральных характеристик, представленных в табл. 4 (результаты были получены на квадратной сетке с шагом 
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). Наибольшая погрешность ожидается при малых зазорах между шайбой и пластиной. Поэтому уточняющие расчеты были выполнены для значения 
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, при котором расстояние между верхом шайбы и верхней пластиной равнялось 0.02. Счет на сетке с шагом вдвое меньшим (
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дал уменьшение потенциала лишь на 0.03%. Наибольшее изменение (1.6%) было отмечено для отношения сил 
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Заключение. В результате аналитического решения электростатической задачи найдены характеристики взаимодействия проводящего тела в пространстве плоского конденсатора. Методом сеток определены границы применимости аналитического решения и найдены поправочные коэффициенты для расчета зарядов и сил. Обнаружено существенное увеличение силы кулоновского взаимодействия и напряженности поля  при приближении проводящего тела к противоположной пластине заряженного конденсатора. Выяснено, что при расчете движения проводящих сил в электрическом поле необходимо учитывать зависимость сил от координат, вызываемую перераспределением поверхностных зарядов.
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