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Либрационное движениЕ СЛожной 
МЕханической системы
Рассматривается задача о маятниковых колебаниях кинетически осесимметричного механического объекта, состав массы и (или) конфигурация которого изменяются непрерывно во времени. Объект моделируется сложной механической системой, носитель которой (абсолютно твёрдое тело) движется вокруг неподвижного полюса в однородном параллельном поле силы тяжести под действием реактивных, вариационных, кориолисовых и линейных диссипативных сил. В ограниченной постановке решается задача редуцирования системы уравнений движения объекта. Устанавливаются некоторые характерные свойства либрационного движения.
1. Основные предпосылки
Объектом задачи является сложная механическая система (СМС), состав массы и (или) конфигурация которой изменяются непрерывно во времени. Эти изменения реализуются в соответствии с априорно заданной управляющей программой [1]. Описание структурной и динамической моделей данного объекта, построенных на основе известных положений [2], приведено в работах [3, 4].
Введем систему ортогональных осей координат – координатный репер ( (Ox1x2x3) с началом в неподвижном полюсе O, оси Oxj которого в каждый момент времени направлены по главным в полюсе O направлениям тензора инерции СМС.

Обозначим: Aj (t) – главные в полюсе O осевые моменты инерции системы; ω, ωr – мгновенные угловые скорости (абсолютная для тела-носителя и относительная для орторепера ( по отношению к телу-носителю); rj(t) ( j = 1, 2, 3) – координаты центра масс СМС относительно репера ( ; P(t) = M(t)g – сила тяжести; s(sj) – орт вертикали; aij(t), bij(t) (i, j = 1, 2, 3) – кинетические коэффициенты СМС [2,3]. Нулевой верхний индекс всюду относится к значениям величин в момент времени t = 0.
Пусть 
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 – результирующие моменты реактивных и вариационных сил относительно полюса O, действующих на СМС; λj(t) ( j = 1, 2, 3) – заданные коэффициенты моментов диссипативных сил. Тогда движение СМС, происходящее при данных условиях, определяется динамической системой (ДС), представленной в проекциях на оси репера ( [3]:
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Здесь циклической перестановке в величинах bij подлежат лишь значения индекса i.
В уравнениях (1) обозначены [3]
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В равенствах (2) для параметров bij циклической перестановке подлежат значения всех индексов i, j. Здесь обозначены [2, 3]
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где D – односвязная область, занимаемая рабочим телом СМС (изменяемой частью системы); 
[image: image13.wmf]r

j

v

 – компоненты относительной скорости частиц рабочего тела по отношению к носителю системы. Величины aj, aij, bij, λj, Fj ( j = 1, 2, 3) полагаются программно заданными функциями времени, обладающими необходимой степенью гладкости. В силу этого ДС (1) аналитически замкнута относительно ωj ( j = 1, 2, 3) всюду в области значений этих величин.
Для ДС (1) ставится следующая ограниченная задача: найти структурно-динамические условия, при которых для кинетически осесимметричного механического объекта имеет место частное решение исходной системы уравнений его движения на множестве либрационных состояний, если оно существует. Термин, обозначающий данное движение, применён в источниках [5, 6]. Поставленная задача соответствует подходу, принятому в работе [2].
2. Построение решения
В дальнейшем решение ДС (1) ищется в конечном виде посредством получения квадратур.
2.1. Предварительные положения
В соответствии с поставленной задачей для любого момента времени положим
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Ограничения (3) реализуются путём специального выбора программно заданных структурно-динамических условий, управляющих относительным переносом рабочего тела СМС. В работе [2] показано, что реализация условий (3) возможна.
Следствием условий (3) являются соотношения [7]
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Введем дополнительные к системе (3) ограничения
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которые в силу соотношений (2), (4) сводятся к следующим:
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Последнее условие (5) тождественно удовлетворяется, если относительный перенос рабочего тела СМС происходит в направлениях, ортогональных оси кинетической симметрии Ox3.
Обозначим
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Система уравнений (1) при условиях (3), (6) и обозначениях (7) принимает вид
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Из третьего уравнения ДС (8) следует первый интеграл
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где интегрирующий множитель
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В частности, при
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из равенства (10) следует классический интеграл Лагранжа [8]
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Соотношения (11), (12) являются составной частью условия динамической стабилизации движения СМС.
Решение ДС (8), (9) с учетом интеграла (10) ищется в виде
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где p1, p2, Ω, ω – ограниченные функции времени t класса C1[0 ≤ t < +∞], подлежащие определению.
2.2. Редуцирование динамической системы
Из уравнений ДС (8), (9) в силу выражений (13), (14) и интеграла (10) следует
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Из соотношений (4), (15) непосредственно следует ωr(t)≡0,


[image: image45.wmf]0

sin

11

=

-

+

·

·

·

w

w

w

n

b

     
[image: image46.wmf])

(

N

Î

w

,
(16)



[image: image47.wmf]ò

+

=

t

ds

s

F

t

0

0

)

(

)

(

W

W

,
(17)



[image: image48.wmf]F

A

A

b

b

1

1

3

12

21

-

=

-

=

,
(18)



[image: image49.wmf]22

11

b

b

=

.
(19)

Равенство (16) является уравнением маятникового осциллятора – уравнением движения маятника в нестационарном силовом поле с диссипацией [9, 10]. Множество N для этого уравнения есть совокупность значений –∞  < ω <  +∞, где ω ≠ kπ/2 (k = 0, 1, 2,...).
Соотношение (17) определяет фазу колебаний Ω как функцию от интеграла (10) и начального значения Ω0, где
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Условие антисимметричности (18) имеет место при ω ≠ const и представимо в виде
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Ограничение (19) является условием симметричности величин bij по индексам  j = 1, 2, из которого следует
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Равенства (20), (21) представляют программные управляющие связи, определяющие характер переноса рабочего тела СМС относительно носителя системы. Условия (15) для Fj определяют управления F1, F2, зависящие от компоненты F3 и компонент b13, b23 программно заданного вектора [b3]T.
Таким образом, из трех компонент вектора управления F одна является свободной (не связанной ограничениями). Это обусловливает возможность реализации заданного однокомпонентного управления состоянием СМС.
Обозначим 
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Если решение ω(t) уравнения (16) известно, то искомое решение (13), (14) имеет вид
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Пусть θ, φ, ψ – углы Эйлера, определяющие ориентацию репера Γ относительно некоторого инерциального координатного репера. Тогда, согласно соотношениям (22) и кинематическим уравнениям Эйлера, при движении СМС в режиме беспрецессионных маятниковых колебаний ориентация репера Γ определяется равенствами
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Соотношения (23) определяют беспрецессионный режим либрационного движения носителя СМС.
Итак, решение данной задачи свелось к редуцированию исходной ДС к уравнению (16) при ограничениях (3), (5). 
3. Свойства либрационного движения
Динамическая система (16) имеет положение равновесия ω = 0, устойчивое при n < 0. Это соответствует "нижнему" положению центра масс СМС по отношению к полюсу O (r3 < 0).
Полагая
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приведем уравнение (16) к виду
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где
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а штрих обозначает дифференцирование по τ. Функция f (τ), заданная равенством (26), рассматривается как величина, полученная в результате подстановки в выражение (26) зависимости t (τ), определённой путем обращения соотношения (24).
Свойства устойчивости маятника типа (25) известны [11]. Пусть существуют постоянные (c1, c2) > 0 такие, что
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где 
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По теореме В.М.Матросова [12] положение 
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 маятника (25) равномерно асимптотически устойчиво, причем для любых значений t 0, ω0 величина ω(t; t 0, ω0) →0 равномерно по t 0, ω0 при t →+∞. Следовательно, предельным при t →+∞ положением оси кинетической симметрии маятника (25) является вертикальное положение. В случае подобно изменяемой СМС [2] (r3(t) = 
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, n(t) = const = n0) условие (27) принимает вид 
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, где f (t) ( C1[0, +∞) – коэффициент структурного подобия, 0 < c4 ≤ c3 – постоянные.
Для определения характера колебаний данного маятника произведем асимптотическое интегрирование уравнения (16) для случая "медленного" изменения его параметров.
Пусть маятник (16) колеблется вблизи положения его устойчивого равновесия и его параметры изменяются медленно по отношению к периоду (или квазипериоду) собственных колебаний [10]. Введем гипотетическое "медленное" время τ = εt, где 0 < ε <<1 – малый параметр.
Введем число k0 > 0 и функцию
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класса C 1[0 ≤ t < +∞). Тогда b11 = k –1
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 и уравнение (16) приводится к самосопряженному виду
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(29)

Предполагается, что k(τ), n(τ) – параметры медленного изменения, подчинённые программной управляющей связи
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Зададим момент времени T и рассмотрим колебания маятника (29), находящегося на связи (30), за время 0 ≤ τ ≤ T (0 ≤ t ≤ ε–1T ), составляющее характерное время процесса. Асимптотическое интегрирование ДС (29) согласно стандартному алгоритму [10, с.135] приводит в первом приближении к решению
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Здесь a – "амплитуда",
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(32)
– фаза колебаний (термины – см. работу [10]). При этом согласно соотношениям (28), (30) величина n определяется равенством
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(33)
которое является управляющей структурной связью. Из равенства (33) следует k0 = 1.
Для маятника (29) величина
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которая согласно соотношениям (31), (32) равна отношению полной механической энергии E = – 0.5kna2 маятника (29) к его собственной частоте, в данном приближении является адиабатическим инвариантом.
Для СМС с подобно изменяемой структурой из равенств (31), (32) следует
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где m = const ≠ 0. Условие n(τ) = n0, выражающее данное подобие, в силу соотношения (33) реализуется также на связи
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Таким образом, колебания маятника (29), находящегося на управляющей связи (33), в первом приближении являются квазигармоническими с медленно изменяющимися во времени параметрами, а в случае соотношений (34) – гармоническими.
4. Асимптотика вращения маятника 
с большой начальной энергией
Из полного множества динамически возможных движений маятника (16) с большой начальной энергией выделим движения, близкие к равномерным вращениям. Характерным свойством такого движения, реализуемого на связи (35), согласно работе [9], является изменение величины ω, выраженное асимптотическим при ν →+∞ представлением
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Здесь ν > 0 – характерный параметр, имеющий размерность угловой скорости. В этом режиме движения амплитуда колебаний маятника согласно равенству (36) аппроксимируется выражением
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Для подобно изменяемой СМС имеем a(t) = const.
5. Устойчивость малых либраций маятникового 
  осциллятора
Рассмотрим малые колебания маятника (16) вблизи положения его устойчивого равновесия ω = 0 (вблизи вертикали). В силу малости значений величины |ω| далее применяется линейное приближение данного осциллятора
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Согласно [9] для ограниченности "отклонения" ω осциллятора (37) достаточно, чтобы при n(t) < n* < 0 выполнялось условие
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Условие (38) согласуется с ограничением (27), введенным для осциллятора (25).
Пусть величины b11, n, 
[image: image86.wmf]·

n

 ограничены и существуют числа (n1, n2) > 0 такие, что
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Тогда согласно работе [13] при выполнении условий (39) положение равновесия (ω, 
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) = (0, 0) осциллятора (37) асимптотически устойчиво равномерно по значениям t = 0, ω0, 
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0. Соотношения (39) являются усилением условий ограниченности величины ω для ДС (37).
Если хотя бы одно из неравенств (39) изменяет смысл на противоположный, то данное состояние равновесия осциллятора (37) становится неустойчивым.
В силу условий (39) существуют числа (D1,  D2, c) > 0 такие, что для значений t ≥ 0 имеют место оценки сверху:
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Оценки вида (40) позволяют установить верхние границы значений данных величин на заданном конечном интервале времени. Эти оценки непосредственно следуют из положений работ [13, 14].
6. Регулярные либрационные движения
Из множества беспрецессионных маятниковых движений, определяемых соотношениями (23), выделим совокупность движений, удовлетворяющих условиям регулярности. Такими являются движения, для которых выполняется условие (23)
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и, по крайней мере, одно из условий регулярности
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Для каждого из этих движений выполняются соотношения вида
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где [Q(t), q(t)]
[image: image96.wmf]Î

C 0(0 ≤ t ≤ +∞) – заданные функции.
1. Пусть выполняются условия (41), (42). Тогда ω(t) = ω0+bt ≡ p(t) и для зависимостей (23), (44) имеем
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При этом в силу уравнения маятника (16) имеем ограничение
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Соотношения (44), (45) порождают инвариант
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Движение, определяемое условиями (41), (42), является полурегулярной нутацией [15].
2. Совокупность условий (41), (43) в силу зависимостей (22), (23) приводит к соотношениям для равенств (44) в виде
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Здесь F(t) = const = 
[image: image101.wmf]0
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, Ω = q(t). Движение, определяемое условиями (41), (43), является квазирегулярной нутацией [15].
3. При условиях (41) – (43) носитель СМС движется в режиме, при котором выполняются соотношения (44), (45). Здесь зависимость p(t) от структурно-динамических параметров СМС определяется уравнением (46). Это движение является регулярной нутацией [15], обладающей инвариантом вида
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