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Маятниковые и прецессионные движения сложной механической системы
Рассматривается движение механического объекта, составленного из структурно неизменяемого абсолютно твердого тела (тела-носителя) и присоединенных к нему тел, состав, масса и (или) конфигурация которых изменяются во времени ("рабочее тело"). Этот объект является сложной механической системой (СМС) и перемещается относительно инерциального пространства так, что его носитель движется вокруг неподвижного полюса. Движение в однородном параллельном гравитационном поле происходит под воздействием нестационарного авторегулируемого силового момента [1] при ограничениях, наложенных на структурно-динамические параметры объекта.
Решается задача о нахождении структурно-динамических ограничений и управляющих связей, при которых главные оси инерции СМС совершают заданные движения. В качестве этих движений рассмотрены маятниковые колебания и прецессии. 
1. Предварительные положения

Структурная модель механического объекта, являющаяся СМС, в общем случае предполагает непрерывное во времени изменение конфигурации и (или) состава массы, задаваемое для t([0,+∞) ( T управляющей программой [2, с.245]. Эта программа определяет для каждого t(T упорядоченное многоуровневое множество структурно-динамических и управляющих параметров СМС (программный массив) так, что система ее уравнений движения аналитически замкнута относительно искомых параметров задачи. При этом ограничения, налагаемые на управляющие параметры СМС, являются управляющими связями, совместимыми с заданным режимом состояния данной системы.
Таким образом, заданные управляющие программы реализуются в виде явных зависимостей, определяющих характер относительного (по отношению к телу-носителю) переноса рабочего тела. Согласно принятой терминологии тела переменного состава и конфигурационно изменяемые тела (системы) являются частными видами СМС [3].
Пусть G, Gr – кинетический и гиродинамический моменты системы относительно неподвижного полюса O; J(t) – тензор инерции СМС, отнесенный к полюсу O; ω, ωr – мгновенные угловые скорости: абсолютная для носителя и относительная для системы главных осей инерции СМС по отношению к носителю; Ω – абсолютная угловая скорость системы главных осей инерции СМС; λ – приведенная (эффективная) угловая скорость. Нулевой верхний индекс всюду далее относится к значениям величин в момент времени t = 0.
Примем следующие предпосылки.
1. Носитель движется вокруг полюса O, неподвижного относительно инерциальной системы отсчета.
2. Объект движется в однородном гравитационном поле напряженности g под воздействием результирующего момента реактивных сил L(t) – непрерывной вектор-функции, явно задаваемой управляющей программой.
3. Программно заданные зависимости, определяющие изменение состава массы СМС и ее конфигурации, являются гладкими явно заданными функциями времени необходимой степени гладкости.
Пусть (0 , ( (Ox1x2x3) – ортогональные базисы инерциальной системы осей координат и системы, оси координат Oxj которой совпадают с главными в полюсе O осями инерции СМС (главный базис). Нижние индексы j = 1,2,3 всюду далее относятся к соответствующим проекциям векторов на оси координат с базисом (.
Согласно принятым предпосылкам движение СМС определяется системой уравнений Жуковского–Пуассона, представленной в базисе (  в виде [4]
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где обозначено
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Здесь s – орт вертикали (g = g s); M(t) – величина массы системы; rc – радиус-вектор центра масс СМС.
Пусть θ, ψ, φ – углы Эйлера, образованные базисами (0, (. Тогда в силу равенства G = J(Ω – λ) имеем [5]
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1. Постановка задачи
В процессе конфигурационно-массового изменения СМС и вращения ее относительно полюса O главные оси инерции системы вместе с базисом ( совершают угловые перемещения относительно базиса (0. Для ряда задач динамики актуальным является вопрос о нахождении условий, при которых данные оси совершают априорно заданные движения.
В связи с этим ставится следующая задача. Для определённого режима движения СМС установить, при каких ограничениях, наложенных на структурно-динамические и управляющие параметры системы, ее главные оси инерции совершают заданные движения. Примерами таких движений являются рассматриваемые далее простейшие маятниковые и прецессионные движения.
2. Маятниковые движения, реализуемые 
на заданном множестве
Из полного множества решений системы уравнений (1) выделим подмножество U ее нетривиальных частных решений, для которых при t(T какие-либо две компоненты Gi и одна компонента sj (i, j = 1, 2, 3) постоянны. Без существенного ограничения общности для данной задачи можно считать, что эти постоянные равны нулю. Выделенные частные решения соответствуют динамически возможным движениям, обладающим свойствами маятниковых колебаний.
Под маятниковыми движениями (МД), реализуемыми на заданном множестве U, понимаются такие движения базиса (, при которых на этом множестве для значений t(T выполняется одно из условий:
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Класс движений, определяемых этими условиями, содержит нутационное маятниковое движение (НМД) и ротационное маятниковое движение (РМД) соответственно. Каждое из них является суперпозицией прецессионного движения базиса ( относительно орта s  и МД по углу θ или φ соответственно. В силу этого данные движения являются в общем случае прецессионными, реализуемыми на управляющих связях, совместимых с режимом движения СМС.
3.1. Нутационное маятниковое движение
Согласно условиям (4) зададим подмножество U в виде
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Состояние СМС (6), подчиненное условию (4), назовем НМД, существующим в классе динамически возможных движений, определяемых системой уравнений (1).
Для состояния (6) базис Γ движется со скоростью Ω (λ1, Ω2, λ3), а на управляющих связях
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вращается вокруг оси Ox2 со скоростью Ω2 ≠ 0 при θ ≠ const.
Введем управляющие связи
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Первая связь эквивалентна ограничению
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и выражает ортогональность проекций векторов λ , L на плоскости Ox1x3.
Переходя от t к переменной
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и полагая n = A2m, m = g k, из динамического уравнения системы (1) в проекциях на оси координат Oxj для состояния (6) имеем
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Здесь и всюду далее штрих обозначает дифференцирование по τ.
Из уравнения Пуассона системы (1) и выражений (3) следует
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Последнее соотношение (11) эквивалентно управляющей связи
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Уравнение (12) в силу соотношений (2) представимо также в виде
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На связи (12) согласно равенствам (3) базис Γ прецессирует относительно орта s со скоростью
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Согласно соотношениям (13) на управляющей связи (7) имеет место условие
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при котором НДМ становится беспрецессионным.
В силу условий (11), (14) имеет место маятниковое по углу θ движение базиса Γ в плоскости, неизменной относительно базиса Γ0, происходящее со скоростью
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Из соотношений (10) имеем
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а согласно ограничению (11) уравнение управляющей связи (8) представимо в каждом из следующих видов:
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Первое условие (17) для состояния (6) выражает ортогональность векторов s, L.
Таким образом, имеет место следующее необходимое условие.
Утверждение 1. Для того чтобы в активном режиме движения СМС (||L(t)||2 ≠ 0, t(T ) имело место НМД (6), необходимо, чтобы управляющие параметры 
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Из соотношений (10), (11) следует
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где Φ1(τ)= – (A2L2+w`2). Исключая управляющую связь (7), в силу ограничения (12) представим уравнение (18) при P1=λ1k3 – λ3k1 ≠ 0 в виде
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где Q1(τ)  =
[image: image38.wmf]1
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P1.
Если зависимости вида θ(τ), t(τ) известны, то могут быть найдены выражения для управляющих параметров L1, L3.
Уравнение (19) при Q1 > 0 характеризует маятниковое по θ, τ движение некоторого гипотетического твердого тела (тела сравнения), происходящее в однородном параллельном силовом поле переменной по τ напряженности под воздействием приведённого силового момента Φ1.
На управляющей связи [5]


[image: image39.wmf]ò

+

-

=

t

j

j

r

j

j

r

j

ds

s

L

w

A

t

G

0

0

)

(

)

(

w

       ( j = 2),
(20)
порождающей условие Φ1 ( 0, уравнение (19) обладает асимптотическим при λ → +∞ представлением решения в виде
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Здесь величина λ–2Q1 характеризует амплитуду маятниковых колебаний [6, c. 228].
Если осциллятор (19) (Q1 > 0) рассматривать на связи (20) как динамическую систему с вращающимся звеном [6], обладающую большой начальной энергией, то асимптотика (21) при λ → +∞ аппроксимирует режим НМД, близкий к стационарному.
Элементарным образом доказывается, что НМД (6) базиса Γ и МД соответствующего тела сравнения гомеоморфны по θ, τ.
3.2. Ротационное маятниковое движение
Согласно принятым предпосылкам и условию (5) выберем подмножество U в виде
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Состояние СМС (22) назовем РМД, существующим в классе динамически возможных движений, определяемых системой уравнений (1).
Для состояния (22) базис Γ движется со скоростью Ω (λ1, λ2, Ω3), а на управляющих связях вида (7) при j = 1,2 вращается вокруг оси Ox3 со скоростью Ω3. Из уравнений системы (1) последовательно получаем
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Ограничение (24) эквивалентно связи с управляющими параметрами 
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Связь (24), как и аналогичная ей связь вида (11), по структуре идентична ограничению, принятому в работе [7]. Эти связи характерны для МД, реализуемых на заданных ограничениях. Согласно соотношениям (2), (25) получаем аналог связи (12*)
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Для состояния (22) на управляющей связи (25) в силу равенства (23) имеют место ограничения
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Первое равенство (27) эквивалентно условию
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и выражает ортогональность проекций векторов λ, L на плоскость Ox1x2.
Переходя от t к приведённому времени 
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и полагая n = A3m, из уравнения Жуковского (1) в проекциях на оси системы координат с базисом Γ для состояния (22) получаем
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Из уравнения Пуассона (1) и соотношений (3) следует
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В силу соотношений (3), (22) управляющая связь (25) предопределяет прецессию базиса Γ относительно орта s, происходящую со скоростью
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где φ ≠ nπ/2 (n = 0, ±1, ...).
Согласно равенствам (30), (31) на управляющих связях вида (7) при j = 1,2 РМД является беспрецессионным и базис Γ вращается вокруг оси Ox3 со скоростью
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Из соотношений (22), (25), (29) следует
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Управляющая связь с условием (34) на подмножестве (22) выражает ортогональность векторов s, L; это условие в определённом смысле является аналогом соотношения для управляющей связи (17) и представимо в виде [8]
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Утверждение 2. Для того чтобы в активном режиме движения СМС имело место РМД (22), необходимо, чтобы управляющие параметры 
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, Lj (t) (j = 1,2) подчинялись связям (25), (34). Это движение является суперпозицией вращения базиса Γ со скоростью Ω (λ1, λ2, Ω3) и прецессии его мгновенной оси вращения относительно орта s со скоростью, определяемой равенством (31).
Из соотношений (29), (30) следует
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где Φ2(τ)  = A3L3 + w'3. Для значений 
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, определяемых условиями (27), согласно ограничению (25) уравнение (35) представляется в виде
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где Q2(τ)  = 
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(λ1n2 – λ2n1).
Если зависимости вида φ(τ), t(τ) известны, то могут быть найдены определяющие соотношения для величин Ω3, L1, L2 согласно равенствам (32), (33), а также реономные ограничения, налагаемые на параметры в силу соотношений (25), (34).
Уравнение (36) при Q2 > 0 характеризует колебательно-вращательное по φ, τ движение гипотетического тела сравнения, происходящее в однородном параллельном силовом поле переменной по τ напряженности под воздействием приведенного силового момента Φ2. На управляющей связи типа (20) при j = 3,  реализующей условие Φ2 ( 0, для осциллятора (36) (Q2 > 0) имеет место режим движения, аппроксимируемый асимптотическим при λ → +∞ представлением вида (21). Такой режим близок к стационарному и характерен для динамической системы с вращающимся звеном при большой начальной кинетической энергии.
Как и для НМД, данное РМД и МД соответствующего тела сравнения гомеоморфны по θ, τ.
3. Прецессионные движения
Под прецессионным, по Гриоли [9], движением базиса Γ понимается множество его движений, объединенных условием (5). Свойство (5) является характерным признаком всех видов прецессионного движения. Это множество содержит в себе подмножество U (22), соответствующее РМД.

Пусть выполняются условия полной стабилизации центра масс СМС относительно базиса Γ. В силу этого для дальнейшего положим rc(t)  ( 0; такое состояние СМС соответствует режиму авторегулирования по Граммелю [1]. Для этого режима, следуя приему, примененному в работе [10], представим в силу соотношений (3) систему динамических уравнений СМС в виде


[image: image63.wmf]y

j

j

q

q

¶

¶

+

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

·

N

G

Q

A

A

G

1

2

sin

sin

1

1

2

1

2

1

,




[image: image64.wmf](

)

d

q

q

y

ctg

ctg

)

(sin

2

1

1

L

N

G

Q

GP

+

-

+

=

-

-

·

,
(37)



[image: image65.wmf]N

G

Q

P

A

G

1

3

3

)

sin

(

ctg

cos

1

-

·

+

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

q

l

q

q

j

.


Здесь обозначено
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где δ – угол между векторами s, G.
Рассмотрим некоторые свойства прецессий базиса Γ, определяемые системой уравнений (37), проявляющиеся в режиме движения СМС, при котором
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Введем условие
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для которого в дальнейшем полагаем Ω > 0.
Определение 1. Движение СМС, определяемое системой уравнений (37) при условиях (38), (39), называется обобщенной прецессией (термин [9]) ее главного базиса инерции. При этом величина Ω называется скоростью данной прецессии.
Утверждение 3. Обобщенная прецессия базиса Γ на управляющей связи [7]
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для t(T динамически возможна при A1 = A2 = A, G ≠ 0 со скоростью Ω = Ω*, где Ω* > 0 – такая постоянная, что |J(Ω – λ)|  = AΩ*.
Доказательство этого и всех последующих утверждений проводится элементарно на основе уравнений системы (37) при условиях (38) и заданных дополнительных ограничениях.
Уравнение управляющей связи (40), однотипное с уравнением (25), тождественно удовлетворяется на управлении
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где (σ1,  σ2)=(– cos φ, sin φ), λ0 = const  ≠  0. Управлению (41) соответствует множество траекторий апекса вектора λ(λj), расположенных в λ-пространстве на цилиндре 
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. При λ0 = 0 равенства (41) вырождаются в соотношения типа (7) при j = 1,2, а условие (40) тождественно удовлетворяется.
Определение 2. Полурегулярной, по Гриоли [9], прецессией главного базиса инерции СМС, подчиненной системе уравнений (37) при условиях (38), называется движение, для которого выполняются ограничения (5), (39).
Утверждение 4. Полурегулярная прецессия базиса Γ динамически возможна при условиях утверждения 3 и дополнительном ограничении F = 0.
Рассмотрим необходимое условие существования регулярной прецессии базиса Γ, определяемой системой ограничений (5), (39) и                        
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Утверждение 5. Регулярная прецессия базиса Γ, равномерная по θ 0, динамически возможна при условиях утверждения 3, если                      
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и реализуется инвариантное по углу θ 0 управление 
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где ω – постоянная величина из условия (42).
Условия (43) соответствуют структурной (конфигурационной) симметрии СМС относительно полюса O, при которой ωr(t) ( 0 [8].
Таким образом, полурегулярная и регулярная прецессии могут быть реализованы на подмножествах динамически возможных движений базиса Γ, вложенных в полное множество его обобщенных прецессий.
4. Маятниковые движения
Под МД в широком смысле здесь понимается множество движений базиса Γ, объединенных условием (4). Это множество содержит в себе, как составную часть, подмножество U (6), соответствующее НМД.
Определение 3. Движение СМС, подчиненное системе уравнений (37) при условиях (4), (38), называется обобщенным маятниковым движением (ОМД) ее главного базиса инерции.
Утверждение 6. Движение главного базиса инерции СМС в режиме ОМД на управлении 
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 динамически возможно, если одновременно выполняются условия:
– на систему наложена управляющая связь (40);
– наложены ограничения: либо условия (43) при G ≠ 0, либо A1 = A2 ≠ A3 при G = 0.
Совокупность данных ограничений составляет необходимое условие существования ОМД базиса Γ. При этом значению G = 0 соответствуют  режимы  движения,  для  которых  Ω = λ или ω = – J–1Gr. Значение G = 0 допустимо в силу того, что ограничение G ≠ 0, принятое для уравнений (37), при условиях (38) снимается.
Введем условие
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Определение 4. Маятниковыми движениями первого и второго рода называются ОМД системы, подчиненной соотношениям (37), (38), при которых для ее главного базиса инерции выполняются условия (39) и (44) соответственно. При этом величины Ω, ν называются скоростями данных движений.
Утверждение 7. Динамически возможны следующие движения главного базиса инерции СМС на управляющей связи 
[image: image81.wmf]0
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– МД первого рода – при условиях утверждения 3 и дополнительном ограничении (43);
– МД второго рода – на управляющих связях (40) и F = ν при условиях: либо A1 = A2 = A, G ≠ 0, либо G = 0 и произвольных значениях A1, A2.
В утверждении 7 F – символ выражения, содержащегося в равенстве (25).
Определение 5. Регулярным МД называется движение СМС, подчиненной соотношениям (37), (38), при котором для ее главного базиса инерции одновременно выполняются условия (4), (39), (44).
Утверждение 8. Регулярное МД главного базиса инерции СМС динамически возможно при условиях утверждения 3 и дополнительных ограничениях (43), 
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Замечание. При условиях утверждений 7,8 для каждого значения t(T реализуются одновременно управляющие связи (40) и F = ν. В силу этого управляющие параметры λ1, λ2 представляются выражениями λj = – νσj ( j = 1,2), а соответствующие им параметры 
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 связаны выражениями (41), в которых следует принять A1 = A2 = A, 
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 [8], λ0 = ν.
Заключение

Маятниковые и прецессионные движения механического объекта в ряде случаев являются составными элементами переходных процессов, возникающих при изменении режимов движения с последующим переходом к стабилизированному перманентному вращению или статическому равновесию. Этим обусловлена актуальность задач данного направления.

Рассмотрены простейшие виды угловых движений, стабилизируемых приложенными к СМС реономными управляющими воздействиями. Здесь стабилизация понимается как непрерывное во времени поддержание заданного состояния объекта путем воздействия на него управляющих связей. В зависимости от количества структурно-динамических ограничений в каждом случае устанавливается число свободных от связей и связанных (ограниченных наложенными связями) управляющих параметров объекта. В рассмотренных задачах ими являются величины 
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Для системы уравнений (1) в каждом из МД, реализуемых на заданном множестве переменных (НМД и РМД), из шести данных управляющих параметров в общем случае связанными являются два – по одному в каждой из групп величин 
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Для системы уравнений (37) при условиях (38) для каждого движения главного базиса инерции из трех параметров 
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 в прецессионных и МД связано ограничениями от одного до трёх управляющих параметров.
Наличие свободных от связей управляющих параметров создает предпосылки к построению управлений, совместимых с заданным состоянием объекта.
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