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Малые колебания гиростата 
в комбинированном силовом поле
Рассматривается движение гиростата с постоянным гиростатическим моментом, носитель которого вращается вокруг неподвижного полюса в комбинированном силовом поле. Составляющими этого поля являются однородное гравитационное, постоянное внешнее магнитное поле и поле сил Лоренца. Последнее поле индуцируется системой зарядов статического электричества, находящихся на внешней поверхности носителя гиростата, при его движении в магнитном поле.

Движение гиростата в комбинированном поле моделируется перемещениями трех взаимосвязанных линейных осцилляторов, совершающих малые продольные колебания относительно положения их устойчивого статического равновесия. На основе осцилляторной динамической аналогии устанавливается взаимосвязь явления резонанса в системе взаимодействующих осцилляторов и существования дополнительных алгебраических первых интегралов системы уравнений движения гиростата.
Введение

Исследование малых колебаний (МК) голономной механической системы с конечным числом степеней свободы вблизи ее устойчивого статического положения равновесия (ПР) имеет большое значение. Оно актуально в связи с возможностью распространения свойств линейных динамических систем (ДС), находящихся в режиме внутреннего резонанса, на соответствующие нелинейные системы. Их соответствие состоит в том, что линейная система является линеаризованной в окрестности ПР сопоставляемой с ней нелинейной ДС. Такое соответствие обусловливает возможность продолжения решения линейной ДС из области существования ее решений в область определения решений соответствующей нелинейной системы (принцип продолжимости решений).  

Предпосылки реализации этого принципа состоят в следующем. Малые колебания тела относительно неподвижного полюса в окрестности его устойчивого ПР определяются линейными членами разложения интегралов нелинейной ДС. При этом начальные значения переменных, входящих в уравнения движения, не должны иметь ограничения, исключающие существование МК этого тела. Следовательно, если выполняются условия указанной продолжимости решений линейной ДС, то этим обеспечивается решение задачи построения алгебраического интегрального многообразия нелинейной ДС по заданным элементам многообразия линейной системы.
Как известно [1, 2], наличие резонанса в линейной ДС при малых осцилляциях обусловливает существование ее дополнительных (по Уиттекеру [3]) первых интегралов. Условия продолжимости этих интегралов в область определения интегралов соответствующей нелинейной ДС приводят к соотношениям, определяющим существование обобщенных гиростатических аналогов (ГА) в комбинированном силовом поле (КСП).

В настоящей работе найдены условия существования обобщенных ГА для гиростата, движущегося в КСП. Решение этой задачи находится на основе резонансной осцилляторной модели [4] путем анализа свойств МК гиростата в окрестности его устойчивого статического ПР. Получены условия существования линейного по скоростям первого интеграла для линеаризованной и нелинейной ДС гиростата.
1. Предварительные положения

Задача исследования свойств МК, происходящих вблизи устойчивого статического ПР гиростата, актуальна, в частности, потому, что ее решение позволяет установить характер и свойства данного равновесия. Под МК понимаются такие колебания носителя гиростата, при которых его обобщенные координаты и скорости являются величинами, не превосходящими по модулю априорно заданных малых значений.
Принимая предпосылки [7], введем следующие обозначения. Пусть s – направляющий орт силовых линий гравитационного и внешнего магнитного полей. Системы координат представим правыми координатными ортобазисами с общим началом в полюсе O: неподвижным с ортом s для одной из его осей и подвижным (, неизменно связанным с носителем гиростата. Оси базиса ( направим по главным в полюсе O осям тензора инерции гиростата. 

Aj – собственные значения оператора инерции гиростата; (((j) – абсолютная угловая скорость носителя; k(kj) – постоянный гиростатический момент относительно базиса (; I – результирующий собственный магнитный момент системы постоянных магнитов (или магнетиков [8]); B = diag(Bj) – матрица тензора электрического заряда, отнесенного к полюсу O; rc, Mg – радиус-вектор центра масс и вес гиростата; c(cj) = Mgrc+mI – обобщенный барицентрический вектор; m ( 0 – заданная характерная постоянная, пропорциональная величине напряженности внешнего магнитного поля; s = s(sj) (j =1,2,3). 
Предполагается, что эллипсоид инерции гиростата и его электрический эллипсоид [9] являются соосными. Здесь и далее все координатные элементы заданы относительно базиса (.
2. Основная динамическая система

Получим систему уравнений МК гиростата в КСП. Согласно указанным предпосылкам движение гиростата вокруг полюса O в КСП относительно базиса ( характеризуется ДС [7]:
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где ||B|| ( 0, если B = B(Bj)  (j =1,2,3).
Для ДС (1) имеет место статическое ПР
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для которого в силу уравнений ДС (1) имеем


[image: image3.wmf])

,

,

(

s

c

s

c

3

2

1

0

0

3

1

0

1

3

=

-

.
(3)

Условия (3) определяют коллинеарность векторов c, s в конфигурационном пространстве.
Рассмотрим МК гиростата в малой окрестности состояния (2). Постулируя устойчивость этого состояния, примем его за невозмущенное, и пусть в возмущенном движении (* = (p; s0+z). Здесь p = [pj]T, z = [zj]T, причем zj – возмущения более высокого порядка по сравнению с pj (j =1,2,3). В силу этого ДС возмущенного движения гиростата, полученная в результате линеаризации системы (1) в окрестности состояния (2), имеет вид
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Здесь P = [pj]T и матрица ( = [(ij], где (ij = 0 при i = j  (i, j = 1,2,3). (В дальнейшем для краткости нулевой индекс у величин 
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 опускается). 
Система уравнений (4) является основной ДС (ОДС) в первой форме. Здесь и далее величинами zj пренебрегаем. Преобразовав уравнения ДС (1), в результате линеаризации в малой окрестности состояния (2) при условии малости величин pj (j =1,2,3) получаем
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В системе (5) ( = [(ij]  (i, j = 1,2,3) – матрица с элементами
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(1, 2, 3),


где  
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Система уравнений (5) представляет ОДС во второй форме. Уравнения в возмущениях (4), (5) применяются для решения поставленной задачи.
3. Линейный интеграл при малых колебаниях

Полагая в уравнениях ОДС (5) 
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приведём её к виду
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где ajj = (jj, ars = –(rs  (j = 1,2,3; (r, s) = 1,3;  r ( s).
Условия (7) тождественно удовлетворяются в каждом из следующих вариантов.
Вариант 1. Имеем
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Вариант 2. Полагаем
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Рассмотрим каждый из этих вариантов. Для варианта 1 примем дополнительное условие:
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которое в силу ограничений (9) выражает коллинеарность векторов n(nj) и c(cj). Тогда согласно условиям (3), (9), (11) для элементов матрицы A (8) имеем тождество
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Ограничение (11), обусловливающее соотношение (12), тождественно удовлетворяется, в частности, в случае, когда согласно равенствам (3) имеют место дополнительные сильные ограничения:
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Первое равенство условий (13) выражает осевую электрическую симметрию, а второе согласно ограничениям (9) определяет коллинеарность векторов k, c.
В соответствии с условием (12) собственные значения матрицы A ДС (8) есть (0, 0, –i(3, i(3), где 
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, а (3 > 0 – главная круговая частота данной системы, значение которой приведено дальше. Здесь нулевому собственному значению соответствуют простые элементарные делители. В регулярном случае, когда все собственные значения матрицы A различны согласно условию (12) преобразование
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где Q = [qj]T (j =1,2,3), диагонализирует ДС (8), приводя ее к нормальной форме:
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Здесь нормальным координатам qj соответствуют главные (нормальные) частоты системы (j:
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В равенствах (16) параметры 
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 являются парциальными частотами ДС (8). Спектр главных частот ДС (15) соответствует структурной модели системы трех взаимосвязанных линейных осцилляторов, совершающих продольные колебания [10, 11]. Значение (1 = 0 показывает, что потенциальная энергия ДС (15) не является определенно положительной.
Для ДС (15) из соотношений (6), (9), (16) следует
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где 
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   (r =1,3).
Если 
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, то существует единственное неособое преобразование
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обратное преобразованию (14). Таким образом, при ( ( 0 соотношения (14), (17) определяют гомеоморфизм в малой окрестности состояния (2) гиростата.
Равенство (12), представляющее условие вырожденности, соответствует значению (1 = 0 и служит критерием существования первого линейного интеграла ДС (8):
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где h = const. Линейный интеграл (18) для ОДС (8) является интегралом и для нелинейной ДС (1), если выполняются ограничения (9) и учтены достаточные условия "сшивания" интегральных многообразий данных систем. Эти условия являются условиями продолжимости решения из области линейного в область нелинейного интегрального многообразия.
Действительно, пусть 
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 – линейная форма, вычисленная по (18) в силу уравнений ДС (1) при условиях (9). Тогда соотношение 
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 выражает условие существования линейного интеграла (18) нелинейной ДС (1), которое в соответствии с ограничением (11) может быть представлено в виде
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Соотношение (19) согласно тождеству (12) при условии
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может быть представлено функцией параметров a13, a33. Совокупность ограничений (20) есть условие невырожденности соотношения (19).
В случае вырождения (19)
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условие (12) снимается и ДС (8) имеет интеграл
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где в общем случае p0 ( 0. Ограничения (21) составляют необходимое, а при дополнительном требовании 
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 – достаточное условие существования интеграла (22). В этом случае подсистема (8) по переменным p1, p2 принимает нормальную форму, и для МК имеем
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Условия (21) налагают ограничения на выбор значений параметров n1, n3 согласно равенствам
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В варианте 2, соответствующем условиям (10), при ||n|| ( 0 интеграл (18) имеет вид


[image: image53.wmf]H

p

n

A

p

n

A

=

+

3

3

3

1

1

1

    
[image: image54.wmf])

(

const

H

=



и дополнительные ограничения на значения величин n1, n3 не налагаются.
4. Обобщенные гиростатические аналоги

Определение характера МК гиростата в окрестности состояния (2) позволяет установить существование обобщенных ГА случаев интегрируемости ДС (1) по Лиувиллю, а также их виды.
Используем при рассмотрении ДС (15) осцилляторно-резонансную динамическую аналогию [4]. В режиме простого резонанса вида 
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 согласно выражениям (16) имеем
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откуда в соответствии с равенствами (6) при условиях (3), (9) следует
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причем J = (A1–A2)(A2–A3) > 0. К конфигурационному условию (24) необходимо добавить ограничения (9):
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Система структурно-динамических условий (24), (25) определяет обобщенный ГА случая В.Гесса–Л.Сретенского [4] для данного КСП. Соотношение (24) в силу условия (11) инвариантно относительно замены параметров cr на nr  (r =1,3). При этом если выполняются условия (13), то инвариантность распространяется и на параметры kr  (r =1,3).
Как известно [4], наличие резонанса в линейной ДС, полученной путем линеаризации исходной нелинейной системы, не гарантирует существования ГА в нелинейной системе. В силу этого резонансное соотношение не определяет критерия существования данных аналогов, а лишь указывает на возможность их появления.
Рассмотрим линейную ОДС (4). Собственные значения ее матрицы ( есть (0, –i(, i() 
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Равенство (26) устанавливает определенную частотную зависимость для системы линейных осцилляторов, характеризуемых ОДС (4). Если в соответствии с моделью [4], подчиненной условиям (9), положить
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то из соотношения (26) в силу зависимости (11) непосредственно следует определяющее конфигурационное условие (24). Зависимость (27) соответствует обобщенному ГА случая В.Гесса–Л.Сретенского [4] – случаю простого резонанса в системе линейных осцилляторов (4).
Полагая
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аналогичным образом из равенства (26) в силу ограничения (11) получаем
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Конфигурационное условие (29) вместе с условиями (25) определяют обобщенный ГА случая Г.Гриоли–М.Гуляева [4] для данного КСП. Как и условие (24), соотношение (29) инвариантно относительно замены параметров cr на nr или kr (r =1,3).
Таким образом, простой резонанс (типа 1:1) в системе линейных осцилляторов, моделирующей МК гиростата, обусловливает существование структурно-динамических соотношений, характерных для маятникового движения по В.Гессу и прецессии по Г.Гриоли.
Для резонанса с соотношением ( ( 1 
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согласно равенствам (6), (16) имеем
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Присоединим к условиям (9) дополнительные ограничения:
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Тогда n1 = 0 и из резонансного соотношения (31) при Ar –(A2 ( 0 (r =1,3) следует
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Здесь имеют место следующие случаи.
1. При ( = 2 из равенства (33) получаем конфигурационные условия случая С.Ковалевской для твердого тела [12]:
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а система условий (9), (32), (34) определяет обобщенный ГА аналогичный случаю С.Ковалевской–П.Харламова [4] в данном КСП.
2. Полагая в равенстве (33) ( = 4, получаем конфигурационные условия Д.Горячева–Г.Колосова для твердого тела [12]:
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Совокупность ограничений (9), (32), (35) соответствует обобщенному ГА случая Д.Горячева–Л.Сретенского [4] в данном КСП.
3. Если положить ( = 1/4, то согласно равенству (33) имеем
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Система ограничений (9), (32), (36) характеризует случай для твердого тела, аналогичный описанному в работе [13]. Этот случай структурно симметричен случаю Д.Горячева–Г.Колосова и реализуется для твердого тела с полостями, полностью заполненными жидкостью.
Рассмотрим случай, соответствующий варианту 2 со структурно-динамическими условиями (10). Здесь резонансное условие (23) тождественно удовлетворяется, как и соотношение (30), лишь при (=1. Следовательно, этот случай соответствует только простому резонансу, существующему в ДС (8). Для ДС (1) этот вариант соответствует обобщенному ГА случая Л.Эйлера–Н.Жуковского [4], имеющему место в КСП. При этом присоединенное условие n2 = 0 (k2 = 0) (10) играет роль артефакта [4].
5. Альтернативный вариант модели
Для ОДС (5) были априорно заданы ограничения (7), позволяющие привести эту систему к виду (8). На основе дедуктивного подхода рассмотрим общий случай, сняв эти ограничения, налагаемые на структурно-динамические параметры гиростата и КСП.
Характеристическое уравнение ОДС (5) имеет вид
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где 
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При этом в каждом слагаемом суммы (38) выражения для a3 числовые значения индексов p, q, r различные.
Из очевидных соображений следует, что a3 = 0, в силу чего уравнение (37) имеет двукратный нулевой корень. Тогда резонансное соотношение, выражающее простой резонанс в ДС (8), примет вид
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Согласно равенствам (8), (38) условие (39) приводимо к форме
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где 
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Из равенств (3), (6), (8) при c1s1 ( 0 следует


[image: image85.wmf]0

1

º

Q

,       
[image: image86.wmf](

)

1

2

1

1

3

2

1

2

s

c

A

A

A

Q

r

-

-

=

,
(41)

где параметр ( определяется равенством (11). Соотношения (40), (41) при crsr ( 0  (r =1,3) устанавливают взаимно однозначное соответствие между выполнением условия (11) и существованием простого резонанса в ДС (8): если ( = 0, то имеет место резонансное условие (23); справедливо и обратное.
С другой стороны, вне условий (9), (11) представим в силу равенств (3), (6), (8) соотношение (23) в виде
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Согласно равенству (42), если для гиростата имеет место конфигурационное условие (24), то должны выполняться ограничения (9), принятые для варианта 1. Справедливо и обратное утверждение.
Заключение

Подавляющее большинство известных к настоящему времени физических явлений нелинейны. Нелинейность – неотъемлемое свойство любой физической системы, глобально эволюционирующей во времени [10]. Однако характерные свойства нелинейной ДС проявляются и локально, в "малом". Поэтому в ряде случаев линейные ДС, полученные путем линеаризации нелинейных систем, являются носителями свойств этих нелинейных ДС. Данное обстоятельство позволяет исследовать локальные свойства нелинейных систем, применяя аппарат и средства линейного анализа.
В данной статье рассмотрены МК гиростата относительно устойчивого статического ПР (2). Возможно также аналогичное исследование состояния динамического равновесия гиростата, например устойчивого перманентного вращения, характеризующегося условием 
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как МК около стационарного движения [3, c. 217]. Можно ожидать, что в этом случае качественная картина МК гиростата по сравнению с состоянием (2) не изменится.
Следует отметить значимость исследования свойств МК механических объектов, движущихся в силовых полях сложной структуры. На основе теории МК построены основные положения многих областей физики и механики, в частности, акустики, теории молекулярных спектров, теории взаимодействия электрических контуров. Аргументации теории МК приведены в книге Е.Гуиллемина [14]. В работе Г.Герцберга [15] даны наглядные примеры применения классической теории МК и некоторые структурные модели колебательных систем.
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