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Об  интегрировании  кинематических уравнений  прецессионного  движения твердого тела(
Для исследования прецессионного движения твердого тела используются параметры Кэли-Клейна. Устанавливаются новые свойства прецессионного движения*.
Рассмотрим кинематические уравнения вращательного движения твердого тела в параметрах Кэли–Клейна [1–2]:
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где 
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 – проекции вектора угловой скорости на оси, связанной с твердым телом системы координат; 
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 – параметры Кэли–Клейна.
Известно, что задача Дарбу об определении положения твердого тела по заданной угловой скорости может быть сведена к разысканию частного решения дифференциального комплексного уравнения Дарбу–Риккати [2–3]:
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в котором
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В работе [3] показано, что функция 
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 определяется равенством
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где 
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 удовлетворяют системе уравнений
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]
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и выражаются через параметры Кэли–Клейна по формулам
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Тогда решение системы кинематических уравнений (1), удовлетворяющее начальным условиям
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находится через 
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 по матричной формуле
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Здесь 
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Матрица 
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 удовлетворяет условию 
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 – единичная матрица размера 
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 вычисляются по формулам
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в которых 
[image: image38.wmf](
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 – частное решение уравнения Дарбу–Риккати (2).
Найдем решение задачи Дарбу для случая прецессионного движения твердого тела.
Под прецессионным движением твердого тела понимается такое, при котором существуют две выделенные оси, одна неподвижна в пространстве, а другая – в теле, угол между которыми остается неизменным [4–5].

Обозначим через 
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[image: image40.wmf]d

g

b

a

,

,

,

 связаны с углами Эйлера 
[image: image41.wmf]n

y

j

,

,

 соотношениями [1]:


[image: image42.wmf]

 EMBED Equation.2  [image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

2

cos

,

2

sin

,

2

sin

,

2

cos

2

2

2

2

y

d

y

g

y

b

y

a

n

j

n

j

j

n

n

j

+

-

-

-

+

=

=

=

=

i

i

i

i

e

e

i

e

i

e


(10)

Так как угол между осью прецессии и осью фигуры постоянен 
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, то из формул (10) следует, что при прецессионном движении твердого тела модуль любого параметра Кэли–Клейна постоянная величина. Но тогда из соотношений (7) получаем, что при прецессионном движении 
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Тогда 
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Используя уравнение Дарбу–Риккати (2), найдем
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Отсюда 
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Учитывая соотношение (11), получаем
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Так как 
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где 
[image: image56.wmf]c

 – вещественная постоянная. Таким образом, при прецессионном движении твердого тела функция 
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Подставим 
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Отсюда следует, что 
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 является вещественной постоянной тогда и только тогда, когда 
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 Учитывая выражения (3) и (4), найдем
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Здесь точка означает дифференцирование по времени 
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 Отсюда следует хорошо известное условие прецессионности Гриоли [4]
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при этом 
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Вычислим интегралы в формулах (9), учитывая, что в соответствии с выражением (13) частное решение уравнения Дарбу–Риккати определяется формулой 
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где 
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Следовательно,
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Используя формулы (3), найдем

[image: image73.wmf],

exp

exp

0

3

2

1

0

3

1

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

=

ò

ò

t

t

dt

i

i

c

dt

i

i

c

i

q

c

i

w

w

w

w

w

w

w

w

x



[image: image74.wmf].

exp

0

3

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

ò

t

dt

i

i

c

w

w

w

w

x


Пусть в начальный момент времени 
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Тогда
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Подставим полученные выражения в соотношения (9):
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Преобразуем формулы для 
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Так как из формулы (15) следует 
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то, с учетом обозначения (16), имеем 
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Отсюда 
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Подставляя выражения (17), (18) в формулы для 
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Из соотношений (3), (7) и (13) следует, что при прецессионном движении твердого тела значения компонент вектора угловой скорости и параметров Кэли–Клейна удовлетворяют условию
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В частности, из (21) получаем
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Подставим выражение (22) в соотношение (20):
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Из формулы (8) найдем выражения для параметров Кэли–Клейна 
[image: image95.wmf]a

 и 
[image: image96.wmf]g

:
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(24)

Подставим выражения (19) и (23) в соотношения (24). Учтем, что из (22) следует равенство 
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 После преобразований окончательно получаем
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Параметры Кэли–Клейна 
[image: image100.wmf]b

 и 
[image: image101.wmf]d

 находятся из соотношений 
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Постоянная 
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 в формуле (24) определяется из равенства
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в котором 
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Таким образом, при прецессионном движении твердого тела система кинематических уравнений (1) интегрируется в квадратурах. Решение задачи Дарбу для рассматриваемого случая в параметрах Кэли–Клейна примет вид (25), (26).
Отметим, что в работе [4] для прецессионного движения найдено через общее решение системы уравнений, определяющих компоненты вектора конечного поворота, в форме, приводящей при нахождении постоянных интегрирования к громоздким процедурам.

Из соотношений (25) получаем, что при прецессионном движении твердого тела 
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 выражаются через параметры Кэли–Клейна следующим образом:
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Воспользуемся формулами, полученными в работе [4], определяющими скорость 
[image: image110.wmf]W

 прецессии и скорость 
[image: image111.wmf]m

 собственного вращения:
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(29)
где постоянная 
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 связана с постоянной 
[image: image114.wmf]c

 настоящей статьи соотношением 
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 Рассмотрим частные случаи прецессионного движения твердого тела: псевдорегулярную 
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Используя формулы (28), (29), приходим к заключению: необходимое и достаточное условие того, что прецессия является псевдорегулярной, выражается равенством
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а необходимое и достаточное условие того, что прецессия является регулярной, выражается равенствами
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Отметим также, что из формулы (18) следует, что для рассматриваемых частных случаев движения прецессии компоненты 
[image: image119.wmf]1
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 и 
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 вектора угловой скорости удовлетворяют условию
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где                        
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в случае псевдорегулярной прецессии и
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для регулярной прецессии.
Рассмотрим вращение симметричного твердого тела при отсутствии моментов внешних сил. Тогда решение динамических уравнений Эйлера имеет следующий вид [2–3]:
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(31)
где 
[image: image125.wmf]A

 и 
[image: image126.wmf]C

 – экваториальный и осевой моменты инерции соответственно. 
Таким образом, твердое тело совершает регулярную прецессию, угловые скорости при этом изменяются по законам (31). 
Сравнивая выражения (30) и (31), получаем квадратное уравнение
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где 
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 – начальное значение величины кинетического момента. 

Пусть для определенности начальные условия таковы, что постоянная 
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 в формуле (27) положительна. Тогда
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Для нахождения параметров Кэли–Клейна, определяющих положение твердого тела, воспользуемся формулами (25), (26), (32). После преобразований получаем 
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Замечание 1.

Отметим, что к рассмотренному в данной статье общему случаю прецессионного движения может быть сведен частный случай решения задачи Дарбу, исследованный в работе [6], когда кинематические уравнения в кватернионной форме имеют вид
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где 
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 – кватернион, характеризующий ориентацию твердого тела; 
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 – вектор угловой скорости тела, заданный своими проекциями 
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 на оси связанной с твердым телом системы координат. Функция 
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 в уравнении (33) выбирается из условия 
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(34)
где 
[image: image140.wmf]k

 – произвольная постоянная.

Переходя в соотношениях (33), (34) к дифференцированию по новой независимой переменной
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получаем уравнение
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эквивалентное системе уравнений (1), и условие Гриоли (15).

Замечание 2.
Решение задачи Дарбу для прецессионного движения может быть получено и другим способом.
Преобразуем систему уравнений (6) к дифференциальному уравнению второго порядка:



[image: image143.wmf].

0

1

2

2

=

+

-

*

*

*

a

t

a

t

t

a

d

d

d

dq

q

d

d


(35)
Воспользуемся формулами (3), (14), (15) и найдем 
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Тогда уравнение (35) примет вид
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Аналогичным образом получаем
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Таким образом, при прецессионном движении твердого тела параметры 
[image: image147.wmf]*
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 и 
[image: image148.wmf]*

g

, определяемые соотношениями (7), удовлетворяют дифференциальным уравнениям второго порядка с постоянными коэффициентами вида (36), (37), в которых коэффициент 
[image: image149.wmf]d

 – постоянная в условии прецессионности Гриоли (15).
Найдем общее решение уравнения (36), учитывая, что 
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Воспользуемся первым уравнением системы (6) и равенствами (3), (4), (18). После преобразований получаем
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Из начальных условий 
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определим постоянные 
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(40)
Подставляя соотношения (40) в равенства (38) и (39), находим 
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, совпадающие с выражениями (19) и (20), а затем, повторяя вышепроведенные выкладки, получаем решение задачи Дарбу в форме (25).
Указанный в данном замечании подход может оказаться удобным и при рассмотрении других задач. Пусть в уравнении (35) 
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где 
[image: image160.wmf]a

 и 
[image: image161.wmf]b

 – постоянные, что соответствует обобщению условия Гриоли, так как в этом случае
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Тогда, переходя в уравнении (35) к новой независимой переменной по формуле
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приходим к вырожденному гипергеометрическому уравнению 


[image: image164.wmf],

0

2

2

1

2

2

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

*

*

*

a

a

a

a

i

dx

d

x

dx

d

x
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решение которого может быть выражено через функции Похгаммера [7].
В работе [8] аналогичное гипергеометрическое уравнение получено другим, более сложным, способом, когда уравнение Дарбу–Риккати (2) с помощью цепочки из пяти последовательных замен переменных приводится к уравнению вида (42), в котором следует заменить постоянную 
[image: image165.wmf]a

 на 
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 В работе [8] выписано общее решение этого уравнения и на его основе, с учетом ранее введенных подстановок, найдено частное решение 
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 уравнения Дарбу–Риккати. Отметим, что определение параметров Кэли–Клейна через полученное в работе [8] частное решение 
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 представляет в данном случае достаточно сложную задачу, так как требует вычисления интегралов от гипергеометрических функций. Использование же решения уравнения (42), а также соотношений (7), (8), (41) позволяет легко найти как общее, так и удовлетворяющее заданным начальным условиям решение задачи Дарбу для параметров Кэли–Клейна 
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